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1 Einleitung 



In den spiiten 1990ern entwickelte Khovanov eine Verschlingungsinvariante, 
die Khovanov-Homologie ([l], [2]). Sie ist eine bigraduierte abelsche Gruppe, 
die als Homologie des Khovanov-Kettenkomplexes, der einem Verschlingungs- 
diagramm zugeordnet wird, entsteht. Die Eulercharakteristik der Khovanov- 
Homologie ist das Jones-Polynom. 

Ozsvath, Rasmussen und Szabo konstruierten 2007 eine weitere Verschlin- 
gungsinvariante, die ungerade Khovanov-Homologie (|3|). Auch hierbei han- 
delt es sich um eine bigraduierte abelsche Gruppe, die als Homologie eines 
Kettenkomplexes gewonnen wird. Die Konstruktion ist ahnlich zu der von 
Khovanov und tatsachlich stimmen die beiden Invarianten iiber Z/2Z iiber- 
ein. Ozsvath, Rasmussen imd Szabo ordnen einem Verschlingungsdiagramm 
zwei Isomorphieklassen von Kettenkomplexen zu, die ungeraden Khovanov- 
Kettenkomplexe vom Typ X und vom Typ Y. Sie behaupten die beiden Isomor- 
phieklassen waren gleich, ohne allerdings einen Isomorphismus anzugeben. 
Die Homologiegruppen vom Typ X und vom Typ Y sind Verschlingungsinva- 
rianten. Wir werden zeigen, dass sie isomorph sind. 

2010 konstruierte Szabo eine Spektralsequenz iiber Z/2Z, die ab dem E^- 
Term eine Verschlingungsinvariante ist ([4|). Der E^-Term ist die Khovanov- 
Homologie mit Z/2Z-Koeffizienten. Die Spektralsequenz konvergiert gegen 
eine weitere Verschlingungshomologie. Szabo geht dabei wie folgt vor: Khova- 
novs Differential erhoht im Khovanov-Kettenkomplex den /z-Grad um 1 . Szabo 
konstruiert nun fiir alle natiirlichen Zahlen n einen Homomorphismus d,, auf 
dem Khovanov-Kettenkomplex, der den /z-Grad um n erhoht. Sein dj entspricht 
dem Khovanov-Differential. Szabo definiert dann d :- X„>i d„ und zeigt, dass 
d o d = 0. Aus dem resultierenden filtrierten Kettenkomplex erhalt Szabo dann 
seine Spektralsequenz, die gegen die Homologie des Komplexes konvergiert. 
Szabo gibt eine zweite Version seiner Spektralsequenz an ([4J, Anfang von Ka- 
pitel 8). Wir zeigen, dass die beiden Spektralsequenzen ab dem E^-Term, sowie 
die beiden Verschlingungshomologien, gegen die sie konvergieren, isomorph 
sind. 

Das Hauptanliegen dieser Arbeit ist einen Lift von Szabos Komplex in die 
ganzen Zahlen zu konstruieren, so dass unser di dem ungeraden Khovanov- 
Differential entspricht. Wir erhalten damit eine Spektralsequenz iiber Z, die 
ab dem E^-Term eine Verschlingungsinvariante ist und deren E^-Term die un- 
gerade Khovanov-Homologie ist. Die Spektralsequenz konvergiert dann ge- 
gen eine Verschlingungshomologie iiber Z, aus der man mit dem universel- 
len Koeffizienten- Theorem die Verschlingungshomologie von Szabo berechnen 
kann. 

Danksagung. Ich mochte Prof. Dr. Thomas Schick fiir das interessante Thema 
und die gute Betreuung danken und daf iir, dass ich seit meinem ersten Semester 
in seinen Vorlesungen und Seminaren sehr viel lernen durfte. 
Ich mochte meinen Eltern danken, die mich immer unterstiitzt haben. 

2 Geometrische Grundlagen 

Betrachte die als orientierte glatte Untermannigf altigkeit des IR'' . 
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Definition 1. Ein Kreis sei eine glatte Untermannigfaltigkeit der S^, die diffeo- 
morph zur ist. Ein Bogen sei eine glatte Untermannigfaltigkeit mit Rand der 
S^, die diffeomorph zum Intervall [0, 1] ist. 

Definition 2. Fiir k e No sei ein fc-dimensionaler Konfigurationsvertreter ein 
Tripel (T, o, t), dabei sei 

- T eine Teilmenge der S^, so dass es endlich viele Kreise und k Bogen gibt, so 

dass Folgendes gilt: 

1. r ist die Vereinigung der Kreise und Bogen. 

2. Die Bogen sind paarweise disjunkt. 

3. Die Kreise sind paarweise disjunkt. 

4. Das Innere jedes Bogens ist disjunkt zu alien Kreisen. 

5. Die Randpunkte der Bogen liegen auf den Kreisen. 

6. Ein Bogen und ein Kreis verlaufen an einem gemeinsamen Punkt 
nicht tangential. 

Wir konnen also aus T die Kreise und Bogen zuriickgewinnen. 

- a eine Ordnung auf den Bogen von T. 

- T eine Ordnung auf den Kanten von T. Dabei sind die Kanten von T die 

Zusammenhangskomponenten von T\ ULi 7i' wobei yi,...,yk die Bogen 
von T seien. 

Beachte, dass t eine Ordnung auf den Kreisen von T induziert. Ordne nam- 
lich jedem Kreis K die kleinste Kante (im Sinne von x) zu, die Teilmenge von K 
ist. T induziert nun eine Ordnung auf den Kanten, die wir den Kreisen zuge- 
ordnet haben und somit auch eine Ordnung auf den Kreisen. 

Definition 3. Ein fc-dimensionaler orientierter Konfigurationsvertreter ist ein 
fc-dimensionaler Konfigurationsvertreter zusammen mit einer Orientierung auf 
den Bogen. 

Definition 4. Zwei fc-dimensionale Konfigurationsvertreter (T, a, t) und (T, a, t) 
nennen wir aquivalent, wenn es einen orientierungserhaltenden Diffeomor- 
phismus f : ^ gibt, so dass f{T) = f. Dabei soil / vertraglich mit den 
beiden Ordnungen, die zu einem Konfigurationsvertreter gehoren, sein. Fiir 
die Aquivalenz von orientierten Konfigurationsvertretern verlangen wir zu- 
satzlich, dass / die Orientierung auf den Bogen erhalt. Die Aquivalerizklassen 
nermen wir fc-dimensionale (orientierte) Konfigurationen. 

Bemerkung 5. Unsere Definitionen erlauben es ims, von Bogen, Kanten imd 
Kreisen von Konfigurationen zu sprechen. Zum Beispiel sei der f-te Bogen 

einer Konfiguration die Abbildung, die jedem Vertreter der Konfiguration den 
Bogen zuordnet, der in der Ordnung der Bogen an i-ter Stelle steht. 

Definition 6. Sei C eine orientierte Konfiguration. Dann sei 

- C die (nicht orientierte) Konfiguration, die man erhalt, wenn man die Orien- 

tienmg der Bogen vergisst. 
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- C* die orientierte Konfiguration, die man erhalt, wenn man C in kleinen 

Umgebungen der Bogen wie in Abbildung[T]verandert. Die Bogen werden 
also um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht. 

- r{C) die orientierte Konfiguration, die man erhalt, wenn man die Orientierung 

aller Bogen umkehrt. Es gilt (C*)* = r(C). 

- ffx(C) die orientierte Konfiguration, die man erhalt, wenn man die Orientie- 

rung der umkehrt. Es gilt (m(C*))* = m(C). 

C* und m{C) seien fiir (nicht orientierte) Konfigurationen C analog zu obiger 
Definition definiert. 

c c* 

Abbildung 1: C ^ C* 

Definition 7. Sei C eine (orientierte) Konfiguration. Dann nennen wir 

- die Kreise von C auch die Startkreise von C. 

- die Kreise von C* auch die Endkreise von C. 

- Die Kreise von C, die disjunkt zu alien Bogen sind, die passiven Kreise von 

C. Die passiven Kreise von C bilden die nuUdimensionale Konfiguration 
pass(C). 

- alle anderen Kreise von C die aktiven Kreise von C. 

Wir erhalten den aktiven Teil akt(C) von C, wenn wir alle passiven Kreise 
weglassen. Wir nennen C aktiv, wenn es gleich seinem aktiven Teil ist, also 
wenn es keine passiven Kreise hat. Die passiven Kreise von C sind gleich den 
passiven Kreisen von C*. 

Definition 8. Fiir n <k e No sei J^ik, n) die Teilmenge von {0, 1, *]^, die alle Ele- 
mente enthalt, bei denen genau n Komponenten ein * sind. Y^{k, 0), Y^{k, 1) und 
Y^{k,n) sind die Ecken, Kanten und n-dimensionalen Seiten des Hyperwiirfels 
[0,1]^ Fiir £ e E(fc,«) entstehen e^,e^ e LiKO) aus e, indem wir alle * durch 
beziehungsweise 1 ersetzen. Wir nennen e^/e^ den Anfangs-/Endpunkt von e. 
Fiir eine fc-dimensionale (orientierte) Konfiguration C und e e Y^{k, n) sei G(C, e) 
die «-dimensionale (orientierte) Konfiguration, die man wie folgt aus C erhalt: 
Fiir alle i e jl, . . .fc), fiir die £, = 1 ist, verandere C in einer kleinen Umgebung 
des /-ten Bogens wie in Abbildung[T] Anschliefiend entferne alle Bogen, fiir die 
+ * ist. 

Wie bekommen wir eine Ordnung auf den Kanten von G(C, £)? Es kann sein, 
dass mehrere Kanten von C zu einer Kante in G(C, e) zusammenfallen. Ordne 
einer Kante in G(C, e) die kleinste der Kanten aus C, die zu unserer Kante zu- 
sammenfallen, zu. Dadurch erhalten wir eine Ordnung der Kanten von G(C, e). 




3 



3 Konstruktion der ungeraden Khovanov-Homologie 

Definition 9. Sei C eine (orientierte) Konfiguration. Dann sei V(C) die freie 
abelsche Gmppe, die von den Kreisen von C erzeugt wird. 

Definition 10. Wir ordnen einer fc-dimensionalen (orientierten) Konfiguration 
C die abelsche Gmppe 

r(C):= AV(G(C,£)) 

£€Z(;c,o) 

zu. Dabei steht A fiir die aufiere Algebra. 

Fiir eine aktive orientierte eindimensionale Konfiguration C mochten wir 
einen Z-Modul-Homomorphismus 

dc ■■ AV(C) ^ AV(C) 

definieren. Fiir C gibt es die zwei Moglichkeiten aus Abbildung|2](bis auf die 
Ordnung auf den Kanten). C* ist dann jeweils der andere Fall. Hier seien xi, 
X2, y Bezeichnungen fiir die Kreise, die unabhangig von der Ordnung auf den 
Kreisen vergeben wurden. 
Im 1. Fall sei 



1. 2. 

y 




Fusion Spaltung 



Abbildung 2: aktive orientierte eindimensionale Konfigurationen 

dc{l) = 1, dc(xi) = y, dcix2) = y, dc{xi A X2) = 0. 
Im 2. Fall sei 

dc{l) = Xl - X2, dciy) = XiA X2. 

Als Nachstes mochten wir dc auch fiir den Fall definieren, dass C nicht unbe- 
dingt aktiv ist. Fiir ein beliebiges k e No seien zi, . . . , zjt beliebige passive Kreise 
von C und co :- Zi A - ■ ■ Az^. Fiir den aktiven Teil von C gibt es die beschriebenen 
zwei Moglichkeiten. Im 1 . Fall sei 

dc{co) = CO, dc[x\Aco) = yAa}, dc{x2Aco) = y Aco, dc{xiAX2Aco) = Q. 
Im 2. Fall sei 

dc{(ij) = {xi - X2) A o), dc(y A 0)) = xi A X2 A CO. 
dc lasst sich auch noch auf andere Weise beschreiben. Im 1. Fall sei 
fc ■ (Kreise von C| —> {Kreise von C*| 
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eine Abbildung, die die passiven Kreise identisch abbildet. Weiterhin sei fc {x\ ) - 
y = fci^i)- Fur ein beliebiges A: e No seienzi, . . . , zj; beliebige Kreise von C. Dann 
ist 

dc{zi A--- AZk)= /c(zi) A ■ • • A fc{Zk)- 

Im 2. Fall seien 

: {Kreise von C) —> {Kreise von C*| 

fiir i = 1,2 Abbildungen, die die passiven Kreise identisch abbilden. Weiterhin 
sei /^(y) = Xi. Fiir ein beliebiges k e No seien zi, . . . , zj: beliebige Kreise von C. 
Dann ist 

(9c(zi A • • • A Zfc) = (Xi - X2) A /^(Zi) A ■ • • A f'^{Zk) 

fur z = 1,2. 

Sei C eine fc-dimensionale orientierte Konfiguration vind £ e Dann 
erhalten wir den Z-Modul-Homomorphismus 

dG(c,e) ■■ A V(G(C, £)) ^ A V((G(C, e))*) . 

=V(G(Cf")) =V(G(C,£i)) 

Aus diesen Abbildungen mochten wir ein Differential auf T(C) erhalten. Dazu 
miissen wir f olgendes untersuchen: Sei C eine aktive orientierte zweidimensio- 
nale Konfiguration. Seien 

a:={*,0), b ■-{!,*), c:={0,*), d:= {*,!)■ 

Wie verhalten sich dann dcicb) ° (^G{c,a) und ^G(c,d) ° ^G(c,<:) zueinander? Bis auf 
die Ordnung auf den Bogen und Kanten gibt es fiir C die Moglichkeiten aus 
den Abbildungen|3]und|4l 

Man rechnet leicht nach, dass <?G(c,b) ° ^G(c,fl) - ^G(Cd) ° '^G(c,c) in den Fallen 
1-21 und 29-37. Wir nennen C dann vom Typ K. Weiterhin gilt ^GCCfc) ° (^G(c,a) - 
~^G(C,d) ° ^G(c,c) in den Fallen 22-28 und 38-43. Wir nennen C dann vom Typ 
A. In den Fallen 44/45 nennen wir C vom Typ X/Y. Dann gilt ^G(C,i)) ° c^G{C,a) = 
= <?G(C,d) °<?G(C,c)- Wir nennen eine orientierte zweidimensionale Konfiguration 
vom Typ K,A,X,Y, falls der aktive Teil vom Typ K,A,X,Y ist. Auf diese Weise 
lasst sich auch erner der Falle 1-45 zuordnen. 

Definition 11. Sei k e No. Eine Abbildung s : Y,(k,l) ^ {-1, 1| nennen wir eine 
Kantenzuordnung. Fiir £ e Yjik, 2) seien a, b,c,d e J^{k, 1) die an £ angrenzenden 
Kanten. Dann sei p(£, s) := s{a)s{b)s{c)s{d). Sei C eine fc-dimensionale orientierte 
Konfiguration. Dann nennen wir eine Kantenzuordnung s beziiglich C vom 
Typ X, falls fiir alle £ e 2) gilt 



p(£,s) 



1 1 falls G(C, £) vom Typ A oder X ist, 
1-1 falls G(C, £) vom Typ K oder Y ist. 



Wir nennen s beziiglich C vom Typ Y, falls fiir alle £ ej^{k, 2) gilt 

P(£,S) 



1 1 falls G(C, £) vom Typ A oder Y ist, 
1-1 falls G(C, £) vom Typ K oder X ist. 
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Abbildung 4: aktive orientierte zweidimensionale Konfigurationen 



Satz 12. Filr jede orientierte Konfiguration C gibt es eine Kantenzuordnung voni Typ 
X und eine Kantenzuordnung vom Typ Y. 

Diesen Satz werden wir spater beweisen. Fiir s vom Typ X,Y erhalten wir 
den Kettenkomplex 



r(c,s) - 



r(C)= AY{G{C,e)),d{C,s):= s(i])5G(c,n) 



Wir erhalten eine Bigraduierung auf T{C) folgendermafien: Fiir e e L(^/0) sei 
|e| := YJi=\ ^i- Dann sei 

T{C)':= AV(G(C,£)). 
Fiir eine (orientierte) Konfiguration C sei |C| die Anzahl der Kreise von C. Es sei 



r(C)a:= ^ A'«V(G(C,e)). 

meNo,fe£(S:,0): |G(C,f)|-2m-|f |=6 

Weiterhin sei r(C),,,6 := !(€)'• n r(C)6. Es gilt T{C) = 0,,6ez r(Qh,6- Das Diffe- 
rential d{C, s) erhoht den /z-Grad um 1 und senkt den 6-Grad um 2. 

Satz 13. Sez'en C i/nd D orientierte Konfigurationen, so dass C = D. Seien s und t 
Kantenzuordnungen, so dass s bezuglich C den gleichen Typ (X oder Y) hat, wie t 
beztiglich D. Dann sind T(C, s) und T{D, t) isomorph als bigraduierte Kettenkomplexe. 

Diesen Satz werden wir spater beweisen. 
Sei D nun ein Verschlingungsdiagramm. 

Definition 14. Es seien n+(D) und n-{D) die Anzahlen der Plus- und Minus- 
Kreuzungen von D, siehe AbbildunglS] 




Plus-Kreuzung Minus-Kreuzung 
Abbildung 5: Kreuzungen im Verschlingungsdiagramm 



Definition 15. Man kann aus D eine Konfiguration C erhalten, indem man die 
Orientierung auf D vergisst und dann D in kleinen Umgebungen der Kreuzun- 
gen wie in Abbildung[6]verandert. C ist bis auf die Ordnungen auf den Bogen 
und Kanten eindeutig festgelegt. Wir nermen C eine Nullglattung von D. 

Sei C eine orientierte Konfiguration, so dass C eine Nullglattung von D ist. 
Es sei r(D,C)'' := r(C)''+«-(°) und T{D,C)6 ■= r(C)6_„^(D). Weiterhin sei s eine 
Kantenzuordnung vom Typ X oder vom Typ Y beztiglich C. Dann sei r(D, C, s) 
der bigraduierte Kettenkomplex, der sich nur wie beschrieben in der Bigradu- 
ierung von r(C, s) unterscheidet. Wir nennen ihn den ungeraden Khovanov- 
Kettenkomplex zu (D, C, s). 
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Abbildung 6: NuUglattung 



Satz 16. Seien DiundD2 Verschlingungsdiagramme, die durch endlich viele Reidemeister- 
Bewegungen auseinander hervorgehen. Dann gibt es orientierte Konfigurationen Ci, 
Cz, so dass C\, C2 Nullgldttungen von Di, D2 sind und Kantenzuordnungen si, S2, so 
dass si bezuglich Q und sa bezUglich C2 Typ X hat und so dass die Homologiegruppen 
Hh,6{T{Di, C\, s\)) und Hh,d{T{D2, C2, S2)) isomorph sind. Der Satz gilt analog fiir Typ 
Y. ' 

Wir werden den Satz spater beweisen. 
Wir ordnen also einer Verschlingung zwei Isomorphieklassen von bigradu- 
ierten abelschen Gruppen zu, die xingerade Khovanov-Homologie vom Typ 
X und die ungerade Khovanov-Homologie vom Typ Y. Das nachste KoroUar 
zeigt, dass beide gleich sind. 

KoroUar 17. Sei C orientierte Konfiguration. Sei s Kantenzuordnung vom Typ X 
und t Kantenzuordnung vom Typ Y bezUglich C. Dann sind die Homologiegruppen 
Hh,6{T{C,s)) und H/,^6(r(C, t)) isomorph. 

Beweis. Sei k die Dimension von C. Dann gilt fiir alle e e ^(A:, 2): 1st G(C, e) vom 
Typ A,K,X,Y, so ist G(r(m(C)), e) vom Typ A,K,Y,X. Also ist s vom Typ Y bezug- 
lich r(m(C)). Man sieht leicht: Der kanonische Isomorphismus der bigraduierten 
abelschen Gruppen T{C) und T(r(m{C))) liefert auch einen Isomorphismus der 
Kettenkomplexe r(C,s) und T{r{m{C)),s). Sei Dj ein Verschlingungsdiagramm, 
so dass C NuUglattung von D\ ist. Sei D2 das Verschlingungsdiagramm, das 
man aus D\ erhalt, wenn man die Orientierung der umkehrt xmd bei alien 
Kreuzungen oben und xmten vertauscht. Sei L eine Verschlingung, die durch 
Parallelprojektion auf Di abgebildet wird. Kehrt man die Projektionsrichtung 
um, so wird L auf D2 abgebildet. Also geht D2 durch endlich viele Reidemeister- 
Bewegungen aus Di hervor. Weiterhin ist m{C) NuUglattung von D2. Es folgt 

Hhfi{I{C,s)) = HH,6{nr{m{C)),s)) - Hu-n.mMn.(m{nD2,r{m{C)),s)) 

- H;,_„_(Oi),a+n+(Di)(r(Di,C,f)) = Hhfi(T{C,t)). 

□ 

Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir im Folgenden den Original- 
Khovanov-Kettervkomplex als geraden Khovanov-Kettenkomplex. Man sieht 
leicht: 

Satz 18. Sei D ein Verschlingungsdiagramm, C eine orientierte Konfiguration, so 
dass C eine NuUglattung von D ist und s eine Kantenzuordnung vom Typ X oder 
vom Typ Y bezUglich C. Dann ist der bigraduierte Kettenhomplex I{D, C, s) ®z Z/2Z 
isomorph zum geraden Khovanov-Kettenkomplex von D mit Z/2Z-Koeffizienten mit 
(h, 6)-Graduierung. 
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Durch q = 6 + 2h erhalten wir auf dem geraden wie auf dem ungera- 
den Khovanov-Kettenkomplex eine weitere Graduierung. Das Differential lasst 
den (j-Grad unverandert. Bilden wir beziiglich der /z-Graduierung die Euler- 
Charakteristik der geraden Khovanov-Homologie einer Verschlingung, so er- 
halten wir durch die ij-Graduierung ein Laurent-Polynom. Dies ist das Jones- 
Polynom der Verschlingung. Aus vorherigem Satz folgt, dass dies auch fiir 
ungerade Khovanov-Homologie gilt. 

4 Existenz und Invarianz der ungeraden Khovanov- 
Homologie 

Sei C erne orientierte dreidimensionale Konfiguration. Dann sei 

flc :=#{£€ Yj{3, 2) I G(C, £) ist vom Typ A.} . 

Entsprechend seien kc, xc und yc fiir die Typen K, X und Y defrniert. Es sei 
TyPc '■= (ackcxcyc)- 

Lemma 19. Fur jede orientierte dreidimensionale Konfiguration C gilt: Die Summen 
ac + Xc und ac + yc sind gerade Zahlen. 

Definition 20. Fiir zwei nichtorientierte Konfigurationen Ci, C2 sagen wir, 
diese gehen durch Rotation auseinander hervor, falls wir C2 durch endlich 
viele lokale Veranderungen wie in Abbildung[7]aus Ci erhalten konnen. 




Abbildung 7: Rotation 



Beiveis von Lemma^9\ Man sieht leicht: Sind Ci, C2 zwei nichtorientierte drei- 
dimensionale Konfigurationen, die durch Rotation auseinander hervorgehen, 
dann gilt: Fiir jede Orientierung auf Ci gibt es eine Orientierung auf C2, so dass 
TyPci =TyPc,- 

Fiir eine orientierte dreidimensionale Konfiguration C hangt Typ^^ nur vom 
aktiven Teil von C ab. 

In Abbildung[8]ist aufgelistet, welche Moglichkeiten es fiir eine zusammenhan- 
gende, nichtorientierte, dreidimensionale Konfiguration modulo Rotation gibt. 
Fiir jede Moglichkeit ist angegeben, welche Moglichkeiten es fiir Typ^ gibt, 
wenn wir eine Orientierung wahlen. Dies lasst sich leicht iiberpriifen. 
Bleibt noch der Fall zu betrachten, dass C eine aktive, nicht zusammenhangen- 
de, orientierte, dreidimensionale Konfiguration ist. Dann gibt es eine Kompo- 
nente, die genau einen Bogen enthalt. Ohne Einschrankung sei dies der erste 
Bogen in der Ordnung der Bogen. Dann ist G(C, (0, *, *)) vom gleichen Typ wie 
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(0,6,0,0) 




(0,6,0,0) 



(0,6,0,0) 
(2,4,0,0) 



(0,6,0,0) 
(2,4,0,0) 



(0,6,0,0) 



(0,6,0,0) 



(0,6,0,0) 



(0,4,2,0) 
8 (0,4,0,2) 
(1,3,1,1) 



(0,4,2,0) 
(0,4,0,2) 



(0,4,2,0) 
(0,4,0,2) 
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(6,0,0,0) 
(4,2,0,0) 



12 



(4,2,0,0) 
(2,4,0,0) 



13 QXD ^2,4,0,0) 14 (2,4,0,0) 



15 (2,4,0,0) 16 (6,0,0,0) 17 © (6,0,0,0) 



(1,3,1,1) 
18 (I I) (2,2,2,0) 
(2,2,0,2) 



19 



(2,2,2,0) 
(2,2,0,2) 



20 



(2,2,2,0) 
(2,2,0,2) 



Abbildung 8: zusammenhangende dreidimensionale Konfigurationen modulo 
Rotation mit Moglichkeiten ftir Typ^ 
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G(C,(1, 

1st G(C, (*, 0, 0)) eine Fusion, so sind G(C, (*, *, 0)), G(C, (*, *, 1)), G(C, (*, 0, *)) und 
G(C, (*, 1, *)) alle vom Typ K. 

Sei nun G(C, (*, 0, 0)) eine Spaltung. Dann ist G(C, (*, *,0)) vom Typ K, falls 
G(C, (0, *, 0)) eine Fusion ist, sonst vom Typ A. Analog fiir (*, *, 1) und (0, *, 1), 
fiir (*,0,*) und (0,0,*), fur (*,!,*) und (0,1,*). Von G(C, (0, 0)), G(C, (0, *, 1)), 
G(C, (0, 0, *)) und G(C, (0, 1, *)) sind aber die Anzahlen der Fusionen und Spal- 
timgen jeweils gerade. □ 

Beweis von Satz\l^ Wir zeigen den Satz fiir Typ X, fiir Typ Y funktioniert es 
analog. Sei F die multiplikative Gruppe mit Elementen -1, 1. Sei C orientierte 
fc-dimensionale Konfiguration. Wir erhalten eine CW-Struktur auf dem Hyper- 
wiirfel Q := [0,1]*^ durch die «-dimensionalen Seiten Xl(fc, «) fiir n < k. Wir 
definieren erne zellulare 2-Kokette (p e C^^jj(Q;F), die jedem e e L(^'2) das 
Element 1 e f zuordnet, falls G(C, e) vom Typ A oder X ist imd das Element 
-1 e f , falls G(C, e) vom Typ K oder Y ist. Wegen Lemma [191 ist (p ein Kozykel. 
Weil Q zusammenziehbar ist, ist (p Korand. Also gibt es erne Kantenzuordnung 
vom Typ X. □ 

Lemma 21. Sei C orientierte Konfiguration. Seien s und t Kantenzuordnungen vom 
gleichen Typ (X oder Y) bezUglich C. Dann sind T{C,s) und T{C,t) isomorph als 
bigraduierte Kettenkomplexe. 

Beweis. Seien die Bezeichnungen wie im Beweis von Satz [I2l Dann ist st e 
Cj^jj(Q;F) ein Kozykel und somit auch Korand. Es gibt also r| : Yj{k,0) 
{-1,1), so dass fiir alle £ e LC^^/l) gilt Tl(e'')Tl(e^) = s{e)t{e). Wir erhalten den 
gesuchten Isomorphismus, indem wir fiir alle 6 e auf AV(G(C, 0)) mit 

r]{6) multiplizieren. □ 

Lemma 22. Seien C und D orientierte Konfigurationen, so dass C = D und s eine 
Kantenzuordnung vom Typ X oder Y bezuglich C. Dann gibt es eine Kantenzuordnung 
t, so dass t bezuglich D den gleichen Typ hat, wie s bezUglich C und so dass die 
bigraduierten Kettenkomlexe Y{C, s) und T{D, t) gleich sind. 

Beweis. Wir zeigen den Satz fiir Typ X, fiir Typ Y funktioniert es analog. Es 
reicht, den Fall zu betrachten, wenn sich C und D nur durch die Orientierung 
eines Bogens unterscheiden. Ohne Ernschrankungen sei dies der erste Bogen 
in der Ordnung der Bogen. Sei a : J^{k, 1) {—1, 1) definiert durch 



Fiir alle e e L(^/l) gilt ^G(c,t) - «(£)<?G(D,f)- Sei (p : J^ik,!) {-1,1} definiert 



Analog sell/' : L(A;,2) j-1, 1) fiir D definiert. Mit den Bezeichnungen aus dem 
Beweis von Satz [121 srnd (p,^p & C^gjj(Q;f) und a e Cjgjj(Q;F). Es gilt ^p = (pd^(a). 
Fiir £ e I^(fc, 2), fiir die die erste Komponente ungleich * ist, ist dies klar. Sei nun 
die erste Komponente von £ gleich *. Ist G(C, £) erner der Falle 1-27 oder 30-43 




1 falls £i = * und G(C, £) erne Spaltimg ist, 
sonst. 



durch 




1 falls G(C, £) vom Typ A oder X ist, 
— 1 falls G(C, £) vom Typ K oder Y ist. 
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aus den Abbildungen|3]und|4l so haben G(C, e) und G(D, e) den gleichen Typ 
und a ist auf genau null oder genau zwei der vier an e angrenzenden Kanten 
-1. 1st G(C, £) Fall 28, 29, 44, 45, so ist G(D, e) Fall 29, 28, 45, 44 und a ist auf 
genau einer an £ angrenzenden Kante —1. 

Es sei t := as. Aus rf^(s) = (/) folgt d^{t) = ip, somit ist t eine Kantenzuordnung 
vom Typ X beziiglich D, so dass d{C, s) - d{D, t). □ 

Mit Lemma I2T] und Lemma l22l ist Satz[l3]bewiesen. Als Nachstes mochten 
wir SatzfTslbeweisen. 

Proposition 23 (RMl-Invarinanz). Seien Di und D2 Verschlingungsdiagramme, 
die sich wie in Abbildung^lokal unterscheiden. Dann gilt die Aussage aus Satz\T6\ 




Abbildung 9: Reidemeister-Bewegimg 1 



Beiveis. Seien Ci, Si beliebig. Eine NuUglattung von D2 sieht wie in Abbildung 
[To] aus. Der im Bild vorkommende Kreis sei mit 2 der Bogen mit y bezeichnet. 




Abbildung 10: NuUglattimg von D2 

C2 sei so orientiert, dass alle Bogen aufier y die gleiche Orientierung haben 
wie in Ci. Die Orientierung von y sei beliebig. Sei y der letzte Bogen in der 
Ordnung der Bogen, alle anderen Bogen seien geordnet wie in C\. Sei k die 
Dimension von Ci. Fiir e e T,(k,0) ist G(C2, (e, 1)) = G(Ci,e) und G(C2, (e, 0)) 
ist wie G(Ci, e) mit der lokalen Anderung wie in Abbildung[Tl] Fiir a e J^{k, 1) 




G(C2,(e,0)) G(C2,(£,1)) 
Abbildung 11: 

sei S2(fl, 0) := si{a) und S2(fl, 1) := -si(fl). Fiir b e Y^i^ + 1/1) niit ^t+i = * sei 
S2{b) '■= 1. Man priift leicht nach, dass S2 beziiglich C2 den gleichen Typ hat wie 
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Si beziiglich Ci. Fur s e Y,{k + 1, 0) mit ej;+i = sei V2(G(C2, e)) die freie abelsche 
Gmppe, die von alien Kreisen von G(C2, e) aufier z erzeugt wird. Es sei 

A:= AV,(G(C2,e)) 

fe£(J:+l,0)mitt>+i=0 

und die Einschrankung von 

S2(ll)5G(C2,n) 
ti€2:(t+U)mitr|M=0 

auf A. Weiter sei 

B:= AV(G(C2,e)) 

£eZ(*:+l,0) mit £t+i=l 

und 

dB ■■= S2(ti)(9g(C2,ti) 

iieZ(*c+l,l)miti>+i=l 

und dA-,B die Einschrankung von 

S2{T])dGiC2.n) 
r|€£(;c+l,l) mit t]t+i=* 

auf A. dA^B ist eiri Isomorphismus der abelschen Gruppen A und B und es gilt 
dA-^B °dA = -ds o ^A->B ■ Somit ist der Unterkomplex {A ® B, ® <?b ® <?a^b) von 
r(D2, €2,82) azyklisch. Der Quotietenkomplex ist isomorph als bigraduierter 
Kettenkomplex zu T{Di, Ci, si), da D2 eine Plus-Kreuzung mehr hat als Di. □ 

Proposition 24 (RM2-hivarinanz). Seien Di und D2 Verschlingungsdiagramme, 
die sich ivie in Abbildung\T2\lokal unterscheiden. Dann gilt die Aussage aus Satz\T6\ 



A 

Abbildung 12: Reidemeister-Bewegung 2 

Beweis. Eine Nullglattung von D2 sieht wie in Abbildung [13] aus. Seien C2, S2 
beliebig, so dass a der erste und jS der zweite Bogen in der Ordnung der Bogen 
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Abbildung 13: NuUglattung von D2 
seien. Sei k + 2 die Dimension von C2. Dann gilt: 



T{D2,C2,S2) 

r(G(C2, (0,1, *)),S2|) 




r(G(C2, (1,0, *)),S2|) 




Es sei Ci := G(C2, (0, 1,*, . . .,*)) und fiir alle a e T^ih^) sei Si(fl) := S2(0,l,fl). 
Im Beweis der RMl-Invarianz haben wir eine abelsche Gruppe A definiert. 
Analog sei nun A als Untergruppe von r(G(C2, (1, 0, *, . . . , *))) definiert. Dann 
ist A ® r(G(C2, (1, 1, *, . . . , *))) azyklischer Unterkomplex von r(D2, C2, S2). Den 
Quotientenkomplex nennen wir B. In B haben wir den Unterkomplex C 
r(G(C2, (0, 1, *, . . . , *)), S2I). Der Quotientenkomplex ist azyklisch. C ist isomorph 
als bigraduierter Kettenkomplex zu r(Di,Ci,si), da D2 eine Plus- und eine 
Minus-Kreuzung mehr hat als Dj . □ 

Proposition 25 (RM3-Invarinanz). Seien Di und D2 Verschlingungsdiagramme, 
die sich wie in Abbildung^^lokal unterscheiden. Dann gilt die Aussage aus SatzW^ 
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Di D2 
Abbildung 14: Reidemeister-Bewegung 3 



Beweis. Ci und C2 sind in Abbildung [151 dargestellt. ai, a2, aj,, sowie jSi, jS2, 





Abbildung 15: 

|33 soUen in den Ordnungen der Bogen an den ersten drei Stellen stehen. Die 
iibrigen Bogen seien in Cj und C2 gleich geordnet und gleich orientiert. Si und 
S2 seien beliebig, so dass Si bezuglich C\ und S2 beziiglich C2 Typ X haben. 
Fur Typ Y funktioniert der Beweis analog. Sei k die Dimension von C\ und C2. 
r(Ci,Si) ist in Abbildung [161 dargestellt. Sei A analog zur RMl-lnvarianz als 
Untergruppe von r(G(Ci, (0, 1,0,*,..., *))) definiert. Sei 



R:=Ai 



AV(G(Ci,e)). 



£€i:(fcO) mit (0,0,0)^(£l,£2,£3)5'(0,l,0) 



R ist Unterkomplex von r(Ci,Si) und der Quotientenkomplex ist azyklisch. 
Sei Br die Randabbildung von R. Dann ist [a + dR{b) \ a,b e A] azyklischer 
Unterkomplex von R. Der Quotientenkomplex sei mit P bezeichnet. r(C2,S2) 
ist in Abbildung [17| dargestellt. Analog zu R konnen wir einen Unterkom- 
plex S von r(C2,S2) definieren. Analog zu P konnen wir einen Quotienten- 
komplex Q von S definieren, dessen Homologie isomorph zur Homologie 
von r(C2,S2) ist. Bleibt noch zu zeigen, dass die Komplexe P und Q iso- 
morph sind. Es sei C3 := G(Ci, (1, *)) = G(C2, (*,*, 1, *)) und C4 
G(Ci, (*, *)) = G(C2, (1, *, . . . , *)), siehe AbbildunglTSl sj und S2 induzie- 

ren Kantenzuordnungen s^, vom Typ X bezuglich C3 und s^, vom Typ X be- 
ziiglich C4. Der Beweis von Lemma|2l]zeigt: Es gibtri3,ri4 : L(^~l/0) {-l,lj, 
so dass fiir alle e eY,{k-l,l) gilt: 

Ti3(£°)Ti3(£i) = sl{e)sl(e) 

Tl4(£°)Tl4(£l) = Sf(£)s^(£) 
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001 oil 



Abbildimg 16: T{Ci,si) 
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C 

Abbildung 18: 
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Fur alleeei:(fc-3,0) gilt: 



Furallee 6 - 3, 1) gilt: 

s3(l,l,£) = s4(l,l,e) (26) 

s3(0,l,e) = s4(l,0,£) (27) 
s3(l,l,£) = s^(l,l,e) (28) 
s3(l,0,£) = s^(0,l,e) (29) 

s3(.,l,e) = s^(l,*,e) (30) 

s3(l,*,e) = s^(*,l,e) (31) 

Aus Gleichung (|26] | und l l28l l folgt: Entweder gilt 7]3(1, 1, e) = T\i{l, 1, £) fiir alle 
e e X](fc-3,0)oderfiiralle£ e X^(fc-3, 0)giltri3(l, 1,£) = -Ti4(l, 1, e). Im zweiten 
Fall konnen wir r|4 mit —1 multiplizieren, so dass wir stets vom ersten Fall 
ausgehen konnen. Dann gilt fiir alle £ e J^(k-3,0): 

T}3{Q, 1, £)ri4(l, 0, £) = sl(*, 1, £)S2(1, *, f) = S2{*, 1, 1, £)s2(l, 1, *, f) (wegen Gleichung I 

(32) 

T]3(l, 0, £)t]4(0, 1, £) = s3(l, £)s*(*, 1, £) = Si(l, 1, £)si(*, 1, 1, £) (wegen Gleichung 

(33) 

Fiir / = 1,2 ist ein Element aus r(Q) ein Paar {co,£) mit £ e L(^/0) und co e 
AV(G(C„ £)). Nun konnen wir einen Isomorphismus von Kettenkomplexen 
P —> Q angeben, wir bilden fiir alle £ £ Yj{k — 3,0) wie folgt ab: 

[(«, (1, 0, 0, £))] ^ 713(0, 0, £)[(«, (0, 0, 1, £))] 
[(«, (0, 0, 1, £))] T]4(0, 0, £)[(«, (1, 0, 0, £))] 

[(«, (1, 0, 1, £))] 713(0, 1, £)[(«, (0, 1, 1, £))] = 714(1, 0, £)[{C0, (1, 1, 0, £))] 

(weil G(C2, (*, 1, *, £)) vom Typ K ist und wegen Gleichung ( |32t ) 

[(«, (1, 1, 0, £))] ^ 713(1, 0, £)[(«, (1, 0, 1, £))] 
[(«, (0, 1, 1, £))] ^ 714(0, 1, £)[(«, (1, 0, 1, £))] 

Die beiden letzten Abbildungsvorschriften passen zusammen, 
weil G(Ci, (*, 1, *, £)) vom Typ K ist und wegen Gleichung i 

[(«, (1, 1, 1, £))] 713(1, 1, £)[(«, (1, 1, 1, £))] = 714(1, 1, £)[(«, (1, 1, 1, £))] 



5 Spektralsequenzen 

In diesem Kapitel werden wir uns an dem Buch von Weibel orientieren (||5l). 
Sei R ein kommutativer Ring mit 1 . 

Definition 34. Eine Spektralsequenz vom Grad k e Z besteht aus folgenden 
Daten: 

1. einer Familie ^ von R-Moduln definiert fiir p,q e'Z. und r e No (fiir ein 
testes r werden die Ep ^ der E' -Term der Spektralsequenz genannt) 
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2. Homomorphismen ^ : E^ ^ Ep_r^+^+;t' '^^^ °d'' = erfiillen 

3. Isomorphismen/;,, : := ker(d;,,)/im(d;^^^^_^_,) ^ E^^"/ 

Definition 35. Sei(E,d,/)eineSpektralsequenzvomGradfc. DannseiTip ^ : ker(dp ^) Hp^ci(E^ , d'') 
die kanonische Projektion. Fiir r > 1 definiere 

Z;-;-! := ker(d;;-i) C E-^ und 
Z^:,:=(/;,,°^;,,)-'(Z^r)cE;,, 

fiir < s < r - 2. Es sei := Z''° c E° . Fiir r = sei Z° := E°. Definiere fur 
r > 1 weiterhin 

:=im(d;-;,_i,,_,_,,i)cE;:;und 

fiir < s < r - 2. Es sei B^^^ := Bf^ c ,j. Fiir r = sei 6°^^ := {0). 
Offensichtlich gilt 

undE;^,^Z^,,/B;^,. 
Definition 36. 

oo 

•= U 

r=0 

oo 

r=0 

poo . ryoO /DOO 

P/f Ptl' P,<l 

Die E^^ werden der E'"-Term der Spektralsequenz genannt. 

Bemerkung 37. Sei tq e Nq. Gilt fiir alle feste p,q e Z und alle r > tq die 

Gleichung = = so ist z;°, = z;°;i = • • • = und b;°, = b;»;^ = 

• • • = B;^^. Es folgt Ep- = E;,, fur r > tq. 

Wir erhalten kurze exakte Sequenzen der Form 

wobei dp ^ von dp ^ indu^iert ist. Dadurch erhalten wir Isomorphismen Zp^ /2^p^q^ - 
B'^+i ,/B'' 

p-r,q+r+k' p-r,q+r+k 

Haben wir umgekehrt R-Moduln Bp ^ imd Zp ^ gegeben, die 

{0} = B° , c b;,^ c • • • c b;,, c B-; c • • ■ c Z-; c z;,, c ■ • ■ c z;,, c Z« , 
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erfullenundzusatzlichlsomorphismeng;;,^ : Z^^^/Z^+i ^ B'p_\^+r+k/B'p-r,>,+r+k^^^ 
ein fc e Z, so erhalten wir eine Spektralsequenz vom Grad k wie folgt: Es sei 
Ep^ := Zp i^/Bp^^. Durch erhalten wir kurze exakte Sequenzen der Form 

wodurch definiert ist. Offensichtlich gilt if oif = 0. Die Isomorphismen f^^^ 
erhalten wir durch 

ker(4,,)/im(d;,^,,_^_,) = (Z-;/B;,,)/(B-Vb;,^) = Z^VB^:,^ = E^:/- 

Definition 38. Seien (E, d, f) und (E, rf, /) Spektralsequenzen vom Grad k. Ein 
Morphismus zwischen diesen Spektralsequenzen besteht aus R-Modul-Homomorphismen 
: Ep^ Ep^ fiir p, (/ e Z imd r e No, die Folgendes erfiillen: 

V'H 'P'1 p-r,q+r+k M 

2. cp''"'"^ ist die von cp' auf Homologie induzierte Abbildung. 

Somit ist (p schon durch (p^ festgelegt. Diese Definition macht die Spektral- 
sequenzen vom Grad k zu einer Kategorie Spek(/c). Ist cp ein Morphismus in 
Spek(fc) und ist cp^ ^ ein Isomorphismus von R-Moduln fiir alle p, e Z, so ist 

(p ein Isomorphismus. Fiir einen Morphismus (p in Spek(A:) gilt (pp ,^{Zp^) C Z^^ 
und cp°/B;^^) c Bl^. Es folgt <p°/Z;'^^) c Zp^^ und <p° ,(Bp^,) c Bp^^. Wir erhalten 
also R-Modul-Homomorphismen (p^^ : E^^ —> E^^. Somit erhalten wir fur A: e Z 
und r e No U {oo} den Funktor T'Qi) : Spek(fc) BG-R-Mod mit Ziel in den 
bigraduierten R-Moduln, der einer Spektralsequenz vom Grad k ihren E''-Term 
zuordnet. 

Lemma 39. Ist cp ein Morphismus in Spek(fc) und ist cp^"^ ein Isomorphismus fUr ein 
ro e No und fur alle p,q e'Z. (dann ist audi (p'^^ ein Isomorphismus fUr r > ro), so 
sind die cp^^ Isomorphismen. 

Beweis. Definiere 

oo 

roo,s I I T>r,s _ ps 

r=s+\ 

CO 

z°°'' •= Pi z""'" c e' 

r=s+l 

poo^ 700,8 /doo,s 

M M ' Vi'i ' 

Es gilt Bp^° = Bp- , Zp°:^° = Z- und somit E^^ = Ep- . Aufierdem ist B^^^ = 
ifU ° nl^q)-\B;,^'^) und Zp7 = o n^^^r^Z-^^^ Es folgt Ep^^^ = E^^^K cp^^^ 
induziert einen Isomorphismus E'^^^° = E'^^q" ■ Zusammen mit der von (p^y^^ 
induzierten Abbildung ergibt sich folgendes kommutatives Diagramm: 

£.oo,ro-l - poo,ro 
M M 



.cx), /-()-! = poo,fo 

'p,q ^ V'H 
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Somit ist die linke Abbildung auch ein Isomorphismus. Induktiv folgt, dass cp^^ 

einen Isomorphismus E^^° = E^^° induziert, also dass cp^^ ein Isomorphismus 
ist. □ 

Wir erhalten eine weitere Kategorie BZ{k) fur /c e Z wie folgt: Ein Objekt 
besteht aus R-Moduln Bp^ und Zp^ fiir p,q eZ und r e No, die 

iOl = Sp,<i c • • • c Bp^q c Bp^^^ c • • • c Z'pl^^ c Zp ,j c • • • c Zp ,j c Z° ^ 

erfuUenundzusatzlichausIsomorphismen^;;^ : Z'^^/Z'^;^^ ^'^}r^+rJ%-r,q+r+k- 
Ein Morphismus (B, Z, g) ^ (B, Z, g) besteht aus K-Modul-Homomorphismen 
Ti^jt^q : Z°^ Z°^, der folgendes erfuUt: 

2. ;|;p,,(B;,,) c B^,, 

3. Die von \j; induzierten Abbildungen kommutieren mit g und g. 

Wir haben beschrieben wie wir einer Spektralsequenz vom Grad k ein Objekt 
aus BZ(/c) zuordnen imd umgekehrt. Mit den kanonischen Abbildungen zwi- 
schen den Morphismenmengen erhalten wir Funktoren ^{k) : Spek(fc) BZ(fc) 
und : BZ(fc) Spek(A:). Man kann leicht nachrechnen, dass gilt: 

Lemma 40. o g(A:) ist natilrlich isomorph zu idspek(t) und o ®(fc) = idBZ(t)- 
Somit sind Spek(/c) und BZ{k) aquivalente Kategorien. 

KoroUar 41. Sei ^ ein Morphismus in der Kategorie BZ{k) und seien die ^jp,^ Iso- 
morphismen von R-Moduln, dann ist i|» ein Isomorphismus. 

Korollar 42. Sei \J; e MorBZ(i:)((B,Z,g), {B,Z,g)) und sei die induzierte Abbildung 
Zp'q/Bp'^ Zp°q/Bp"^ ein Isomorphismus fiir ein ro e No und fiir alle p,qe'Z.. Dann 

ist die induzierte Abbildung Zp^/Bp^ — > Z^^^jW^^ ein Isomorphismus fiir alle r > ro 
und p,q eZ. Dies gilt auch fur r = oo. 

Definition 43. Wir definieren die Kategorie Filt der filtrierten graduierten R- 
Moduln wie folgt: Ein Objekt besteht aus R-Moduln f ;Ay fiir i, j e Z, so dass 
• • • c FiAj • • • c Fi+iAj • • • c Fi+2Aj c • • • . Es sei Ay := \Jiez ^i^j, A := .^^ Aj 
und FiA := ©yg^fj-Ay. Ein Morphismus a : (A,F) — > (A,F) besteht aus Homo- 
morphismen aj : Aj — > Ay mit aj{FiAj) c f jAy. 

Definition 44. Die Kategorie FKK(fc) der filtrierten Kettenkomplexe vom Grad 
k e Z sei wie folgt definiert. Ein Objekt besteht aus (A,F) e Obj(Filt) und 
Homomorphismen dj : Ay Aj+k mit dj+k o dy = und dy(f ,Ay) c F,Ay+i;. Es 

sei d := ^j^^.'^i '■ A ^ A. Ein Morphismus a : {A,F,d) {A,F,d) ist ein 

Morphismus in Filt, der zusatzlich noch dj o ay = ay+t o dy erfiillt. 

Nun konstruieren wir einen Funktor Q{k) : FKK(fc) BZ{k): Sei (A,F,d) ein 
filtrierter Kettenkomplex vom Grad k. Dann sei r|j;y : F,Ay —> FiAj/Fi-iAj die 
kanonische Projektion und 

^p,q ■~ f'' ^ FpAp+q \ dp+q{a) e Fp-rA^+i^+k] 
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fur i, j, p,q,r e Z. Definiere fiir r > 0: 



" .p+q{'ip+q-k{Kp^l_i_^_j._j^^i)) 



Offensichtlich gilt 

{0} = B° , c Bi, c • • • c b;.„ c b;:; c • • • c c z;, c • 



cZ^ cZ° 



Es gilt n fp_iAp,, = K;-_1^^^ und somit Z^,, - K;^/K;-_\^,r Es folgt 



•r+l 



IZ 

'-'p,q ' '-'p,q 



T^r j vr-1 

p-1 



P'"? p-l,<|+l 



'''^p-l,(;+l 

Weiterhin gilt dp+^{K^^^) n Fp-r-iAp+,+/t = dp+,(J<^+i) und somit 

B'p^-r,q+r+k = ^p-r,p+q+k{dp+q{I^^,,)) = dp,+i^{K!p^) I dp+^{¥I^^) 



Es folgt 



gr+l 
p-r,q+r+k' 



IB 



dp+qiKp^i^) 



p—r,q+r+k 



1) 



p-l,?+l' 

Wegenker(dp+,)ni<Cp,j c Xp^^^ erhaltenwireinenlsomorphismus^p,^ : Z^^^jZ^^^^ — > 
gr+i /gr Somit haben wir einem Obiekt aus FKK(A:) ein Obiekt aus 

BZ{k) zugeordnet. Es gilt Z'^^ = FpAp+tj/Fp-\Ap+q. Somit induziert ein a e 
MorFKK(j:)((A, F, d), (A, F, d)) R-Modul-Homomorphismen Z°^ Z°^. Man priift 

leicht nach, dass dies einen Morphismus (B, Z, g) {B, Z, g) ergibt. Mit diesen 
Konstruktionen erhalt man einen Funktor £(fc) : FKK(fc) BZ(fc). 

Definition 45. Wir sagen eine Spektralsequenz (E, d, f) vom Grad k konvergiert 
gegen ein (A,F) e Obj(Filt), falls E^^ = FpAp+t,/Fp-iAp+^ fur alle p,q. Wir sagen 

eincp e Morspek(i)((£,d,/), (£,d,/)) konvergiert gegen ein a e MorFiit((A,F), (A,F)), 
falls es Isomorphismen E^^ s FpAp+,/Fp-iAp+q und E^^ s FpAp+cjlFp-\Ap+^ gibt, 
so dass folgendes Diagramm kommutiert 



FpAp+q/Fp-iA 



p+q 



P'1 



'^~Pp'Ap+q/Fp-lAp+q, 



wobei die rechte Abbildung von a induziert sei. 

Lemma 46. Sei (p ein Morphismus in Spek(fc) und seien alle q}^^ Isomorphismen 

von R-Moduln. Weiterhin konvergiere (p gegen a e MorFiit((A,F), (A,F)). Es gebe 
s : Z ^ Z, so dflss Fs(j)Aj = {0} und Fs(j)Aj = {0} fUr alle j e Z. Dann ist a ein 
Isomorphismus. 
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Beweis. Nach Definition von Konvergenz sind die von a induzierten Abbildun- 
gen j8j ,j : FpAp+,/Fp_iAp+, FpAp+,/Fp_iAp+q Isomorphismen von R-Moduln. 
Wir zeigen nun induktiv, dass die von a induzierten /Sj,^ : FpAp+cj/Fp-tAp+cj 
PpAp+cjIFp-tAp+q flit i e IN Isomorphismen sind: Wir haben folgendes kommu- 
tatives Diagramm mit exakten Zeilen: 

^ Fp-iAp+cj / Fp-i-fAp+q s- FpAp+cj/Fp-^t+-i)Ap+q s- FpAp+qjFp-iAp+q — 

^ Fp-iAp+qjFp-i-tAp+q ^ F pAp+q I F p-{t+l)Ap+q F pAp+q I F p-iAp+q 

Sind jSp j und jS^^ Isomorphismen, so ist auch fi^p^q ein Isomorphismus. Somit 

sind alle jSj, ^ Isomorphismen. Insbesondere sind auch die jSj, ^ : FpAp+q FpAp+q 
fiir t = max(l, p - s{p + q)) Isomorphismen. Damit ist a ein Isomorphismus. □ 

Satz 47. Sei a e MorFKK(/t)((^/ F, d), {A, F, d)) gegeben und sei weiterhin s : Z — > Z 
gegeben, so dass Fs(j)Aj = {0| und Fs{j)Aj = {Oj filr alle j e Z. Dann konvergiert 
&{k) o Q{k){a) gegen den Morphismus H{a), der von a in Homologie induziert wird. 
Dabei erhalten wir eine Filtrierung G auf Homologie wie folgt: Sei pj : ker dj 
Hj{A, d) die kanonische Projektion, dann sei G,Hy(A, d) := pjiFjAj n ker dj). 

Beweis. Es gilt K'^^ = FpAp+q n kei dp+q fur r > p - s{p + q + k). Definiere 
■= ^re^^.ci = FpAp^q n kerdp^,. Es gilt Zlq = y]p,p^q{K';_q). Weiterhin gilt 
Urez dp+q.k{K''-^l_^^^_^_,^^T) = FpAp+q H im(dp+q_,t) und damit B^^ = r\p,p+q{FpAp+q n 
m\{dp+q-k)). Aufierdem ist = K^^q n keri]p,p+^. Wir erhalten 

GpHp,q{A,d)IGp.,Hp,q{A,d) ^ — 

^ ^P>P+'?(^m) ^ ^oo ,DOO ^ poo 

- r]p,p^q{FpAp^q n im(dp^,_,)) 

Entsprechend erhalt man Isomorphismen GpHp+q{A, d) / Gp-\Hp+q{A, d) = E^^. 
Man priift leicht nach, dass die von o Q{k){a) induzierte Abbildung E"!^^ 

E'^q unter den gegebenen Isomorphismen mit der von Hp+q{a) induzierten Ab- 
bildimg iibereinstimmt. □ 

Bemerkung 48. Wir erhalten weitere Kategorien Spek,(A:) fiir / e No, fc e Z, deren 
Objekte gleich den Objekten von Spek(/c) sind. Ein Morphismus (p : (E, d, f) 
(£, d, f) besteht aus R-Modul-Homomorphismen (p'p q : E'p q ^ E'p q fiir p,q e Z 
und r e N>;, die 1. und 2. aus Definition l38l erfiillen. (p induziert R-Modul- 
Homomorphismen cp^^ : E'^q, wie der Beweis von Lemma l39l zeigt. Ist 

(p''pq ein Isomorphismus fiir ein Tq > I und fiir alle p,q e Z, so sind die cp^^ 
Isomorphismen. Man kann analog zu Definition|45lKonvergenz definieren und 
auch die Analogie zu Lemma |46l gilt. Einen Isomorphismus in Spekj(A:) nennen 
wir Isomorphismus ab dem E'-Term. 

Definition 49. Sei die Katgorie P{k) fiir A: e Z wie folgt definiert: Ein Objekt 
besteht aus K-Moduln X = -^i j - ■^nsatzlich haben wir Homomorphismen 
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: Xi^j — > X;+i y+i: mit di+i^j+k o di^j = 0. Ein Morphismus y : {X,d) {X,d) 
besteht aus Homomorphismen y,j- : X,j- Xij mit d,^ o y, y = y^+j y+^f o d,- y. 

Definition 50. Die Kategorie Q(k) fiir A; 6 Z sei wie folgt definiert: Ein Objekt 
besteht aus R-Moduln X = Xi^j. Zusatzlich haben wir einen Homomor- 

phismus d : X — » X mit do d = 0. Wir verlangen diXi^j) c ® X/^+j^. Ein Mor- 
phismus (X, d) (X, d) ist ein Homomorphismus y : X — > X mit d o y = y o d. 
Wir verlangen y(Xi,y) c 0,>, X/,;. 

Wir erhalten einen Funktor m{k) : Q{k) P{k) wie folgt: Sei (X,d) e 
Ob(Q(fc)). Seipr-y : X — > X;j die kanonische Projektion. Definiere e,j := pr^+jy+j-o 
d|x, . : X,-,y -> Xi+i,j+k. Dann gilt 

Essem{k){X,d) := (X,e) e Ob(P(fc)). Seinuny e MorQ(i)((X,d), (X,^))- Definiere 
^ij •= F;,/ °ylx,,; : X>,/ ^ Dann gilt 

° hi = V'^M.j+k ° ^1x,,, ° P^i,j °y\x,i = Pr,+i,y+fc odo y\x,. = pr,.^i o y o d|x,,, 

Es sei 9K(A;)(y) := 6 e Morp(i:)((X, e), (X, e)). Man sieht leicht, dass aR(A:) ein Funk- 
tor ist. 

Einen weiteren Funktor ?J(?c) : Q{k) —> FKK(fc) erhalten wir wie folgt: Sei 
(X,d) e Ob(Q(fc)).DefiniereF,A^- := 0,^^,X,,,.EsgiltA^ = U,e^F.Aj = 0,,zX,,y 
und A = ^j^^Aj = X. Die Abbildung d : A ^ A erfiillt d o d = imd 
d{FiAj) c Fi_iA;+^ Es sei 9l(fc)(X,d) := (A,F,d) e Ob(FKK(fc)). Sei nun y e 
MorQ(jt)((X, d), (X, d)). Es gilt y (F;Ay) c yF,Ay und d o y = y o d. Es sei 9l(fc)(y) := 
y e MorFKK(/t)((^/ F, d), {A, F, d)). Offensichtlich ist 'Di(fc) ein Funktor. 

Definition 51. Sei x : BG-R-Mod BG-J?-Mod der Funktor, der der Fanulie 

(^!-,;)/,j€Z die Familie {A-^+j)i^j^x zuordnet. 

Definition 52. Sei 9>{k) : P{k) BG-J?-Mod der Homologiefunktor. 

Satz 53. Die beiden Funktoren x ° ° a>f(^) und Z^k) o ®(fc) o fi(fc) o sind 
naturlich isomorph. 

Beweis. Sei (X, d) e Ob(Q(A:)) und sei (X, e) := m{k){X, d) und (A, F, d) := 3t(A:)(X, d). 
Weiterhin sei (B, Z, g) := 2{k){A, F, d). Es gilt 

{[a] e FpAp+^/Fp-iAp+^ \ dp+,(fl) e Fp-zAp+^+k) _ ^ •^-p^p+q I '^l^) ^ 0/>-p+2 Xi,v+<i+k} 
{[a] e FpAp+cf/Fp-iAp+ci \ a e dp+^-kiFp+iAp+^-k)} {x e X-p,p+, | x e pr_pp+^ o d(X_p_i,p+q_it)} 

und 

\x e Xp,, I ep^ix) = 0} e Xp,, | prp^j o d{x) = 0} 



($(/c)(X,e))p,,= 



e Xp,q I X e ep-i,,-i(Xp-i,,-i)} {:c e Xp,, | x e prp ,j o d(Xp-i,,-i)) " 



Wir erhalten also Isomorphismen(§(A:)(X,e))_p,p+^ = Zp^/Bp ^.Isty e MorQ(jt)((X,d), (X,d)), 
so sieht man leicht, dass x ° ° 9H(fc)(y) und o ©(fc) o 2{k) o 9l(fc)(y) unter 
den gegebenen Isomorphismen iibereinstimmen. □ 
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Definition 54. Sei P-Quasi-Isomorphie ~p die Aquivalenzrelation auf Ob(Q(fc)), 
dievonFolgendemerzeugtwird: (X,d) ~p (X,d)/ falls esy e MoTQ^k){{X,d),{X,d)) 
und s : Z ^ Z gibt, so dass §>{k) o StE(fc)(y) ein Isomorphismus ist und fiir alle 
/ e Z die Gleichung X,,, = 0,,_,(^.) Xi, gilt. 

KoroUar 55. Seien {X,d) ~p {X,d). Dann sind ®(fc) o 2(fc) o 3l(fc)(X,d) und ®(fc) o 
Q{k) o 5J(fc)(X,d) isomorph ah dem E^-Term. Weiterhin sind die Homologiegruppen 
H(5R(fc)(X,d)) und li(yi(k){X, d)) isomorph als filtrierte graduierte R-Moduln. 

Beiveis. Satzl53l SatzllTl Lemma l46l n 

Lemma 56. Sei R = Z und sei A abelsche Gruppe. Dann folgt aus (X, d) ~p (X, d), 

dass (X, d) igiz A ~p (X d) (g)z A. 

Beiueis. Universelles Koeffizienten-Theorem □ 



6 Eine Spektralsequenz in ungerader Khovanov-Homologie 

Definition 57. Fiir n < k £ No sei ein Kantenzug der Lange n ein «-Tupel 
= .,„0) e (LihW, so dass id^ = fur f = 1,. . - 1. Wir sagen, 
fiihrt von 1 0° nach „ 0^ . 

Definition 58. Fiir eine Kantenzuordnimg s und einen Kantenzug der Lange 
nseis{d):=lllisi,d). 

Definition 59. Fiir eine (orientierte) fc-dimensionale Konfiguration C und e e 

E(fc,0)seisp(C£):^ IGWH.I 

Lemma 60. Sei C eine (orientierte) k-dimensionale Konfiguration, £ e 0) und 
ein Kantenzug von (0, . . . , 0) nach e. Dann gilt sp(C, e) = \,n und g(C, ,e) ist Spait 1- 

Beiueis. Induktion iiber |e|. □ 

Definition 61. Sei C eine (orientierte) fc-dimensionale Konfiguration und ein 
Kantenzug der Lange n, dann sei sp(C, 0) := n"=i^-l)'''*'^"^'' = (-1)^'='' =P(C«e'). 

Mit Lenmia l60l sieht man 

n-l 

Y^sp{C,id^)= Yj l+(n+l)sp(C,i0°) (mod 2). 

i=l ie\l,...,n-l], i ist ungerade und G(C, „-,0) ist Spalt 

Sei C eine (orientierte) fc-dimensionale Konfiguration. Dann erhalten wir zu- 
einander inverse Bijektionen der Menge der Ordnungen der Bogen von C und 
der Menge der Kantenziige der Lange k wie folgt. Wir benutzen dabei, dass 
durch C bereits eine teste Ordnung yi, . . . ,y)c der Bogen vorgegeben ist. Dann 
entsprechen die Ordnungen der Bogen den Permutationen der Menge {1, . . .,k}. 
Fiir (J e S„ erhalten wir namlich die Ordnimg y<j(i), . . -ryaik)- Wir ordnen a nun 
einen Kantenzug ^{a) = (ii/^(cj), . . . , j:!/'(cr)) zu. Fiir i, j e {1, . . . ,k] sei 

I* falls a(i) - j, 
1 falls a-i(;)<;, 
falls a-i(;) > 
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Fur e e 2^(/c, 1) sei e e {1, ■ ■ ■ , k} die Stelle an der * in £ steht. Wir ordnen dem 
Kantenzug = . . .,^0) dann (p(e) e S„ mit (pi6)(i) := id zu. Die Abbildun- 
gen i/f und (p sind invers zueinander. 

Definition 62. Fiir einen Bogen y in einer orientierten Konfiguration bezeich- 
nen wir mit y° und den Anfangs- und Endpunkt von y. 

Definition 63. Wir nennen erne aktive orientierte Konfiguration C vom Typ 

- A;c fiir k e N, falls C genau zwei Kreise Xi und X2 und genau k Bogen hat, 

wobei alle Bogen von xi nach X2 zeigen. 

- Bjt fiir k e N, falls C genau A: Kreise xq/ ■ • ■ / ^k-i und genau fc Bogen yo, . . . , y^t-i 

hat, wobei y/ von X(,_i)mod j. nach x, zeigt. 

- Cp,,j fiir p < q & N, falls C genau einen Kreis x hat und man auf x eine 

Orietierung als Uhrzeigersinn wahlen kann, wodurch man auch Inneres 
und Auf^eres von x festlegt, so dass Folgendes gilt. C hat genau p Bogen 
y 1, . . . , yp im Innern von x und genau q Bogen 6i, . . .,6^ im Aufieren von 
X. Wenn man bei yj beginnt und x im Uhrzeigersinn entlang lauft, er- 
reicht man die Anfangs- und Endpunkte der Bogen in der Reihenfolge 

- Dp,^ fiir p < q & N, falls Folgendes gilt. Es gibt genau ernen Kreis z von C, auf 

dem zwei Anfangs- und zwei Endpunkte von Bogen liegen. Man kann 
auf z eine Orientierimg als Uhrzeigersinn wahlen, so dass innerhalb von 
z die Kreise xj, . . . , Xp_i imd aui^erhalb von z die Kreise i/i, . . . , j/^-i liegen. 
Die Bogen von C seien yi, . . . ,yp, 6i, . . . , 6^ und y, zeige von x,_i nach x, 
fiir i - 2, . . . , p - 1, y 1 zeige von z nach Xi, yp zeige von Xp_i nach z. 6, zeige 
von nach y, fiir i - 2, . . . ,q-l,b\ zeige von z nach yi, bq zeige von ijq-i 
nach z. Wenn man z ab y!^ entlang lauft erreicht man im Uhrzeigersinn 
1/0 b° b^ 

Yy "y Yp' '^q- 

- Fp q fiir p,q ^ No mit p + q > 1, falls Folgendes gilt. Es gibt genau einen Kreis y 

von C, so dass alle Bogen, die auf y starten, auch auf y enden. Diese Bogen 
seien bi,...,bq. Wahlt man auf y eine Orientierung als Uhrzeigersinn, 
so gilt fiir alle 6,: Liegt 6, im Innern von y, so gilt: Lauft man y ab 6° 
im Uhrzeigersinn entlang, so ist der erste Start- oder Endpunkt eines 
Bogens, den man erreicht, bh Liegt 6, im Aufieren von y, so gilt das 
gleiche, wobei im Uhrzeigersinn durch gegen den Uhrzeigersinn ersetzt 
sei. Aufier y habe C noch die Kreise Xi, . . . , Xp und aufier den 6, noch die 
Bogen yi, . . . , yp, wobei y, von x, nach y zeige. 

- Gp_q fiir p,q & No mit p + q >1, falls r(C) vom Typ Fp^q ist. 

Beispiele fiir die Typen sind in Abbildung [191 dargestellt. Sei 

T := {Ak, Bfc, Cp,,, Dp,,, F,,.„ G,,^ | A:,p,rj e N ,p < r?, r,s e No, r + s > 1}. 

Ist C nicht zusammenhangend, so gibt es kein t e T, so dass C vom Typ t ist. 
Ist C mindestens dreidimensional, so gibt es hochstens ein t e T, so dass C vom 
Typ T ist. 
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Abbildung 19: Beispiele fiir die Typen (Abbildung aus |j4J) 



1st C zweidimensional, so gibt es die Falle aus den Abbildungen|3]und|4l Fall 

28 ist vom Typ A2, Fall 29 ist vom Typ B2, Fall 45 ist vom Typ C14 und vom Typ 

D14. 17 und 20 sind vom Typ F2,o, 18 und 21 sind vom Typ G2,o, 32 und 37 sind 

vom Typ Fi,i, 31 und 34 sind vom Typ Gi,i, 39 und 43 sind vom Typ Fo,2, 40 und 

41 sind vom Typ Go,2- Alle anderen Falle sind vom keinem Typ aus T. 

Ist C eindimensional, so gibt es zwei Moglichkeiten. Ist C Fusion, so ist es vom 

Typ Ai, Fi,o und Gi,o- 1st C Spaltung, so ist es vom Typ Bi, Fo,i und Go,i. 

Fiir jedes t e T gibt es ein C vom Typ t. Fiir t - Ak, Bk, Cp,,, Dp,, gibt es genau 

ein C (bis auf die Ordnungen auf den Bogen und Kanten) vom Typ t. 

C ist genau dann vom Typ Aj^, Cp,q, Fp,q, wenn m{C*) vom Typ Bjt, Dp,,, G£j,p ist. 

Definiere fiir t e T also 



B, 


fiir 


T 


= A,, 


A, 


fiir 


T 


= Bk, 


Dp,, 


fiir 


T 


= Cp,,, 




fiir 


T 


- Dp,,, 


G,,p 


fiir 


T 


= Fp,,, 




fiir 


T 


= Gp,,. 



Fine orientierte Konfiguration sei vom Typ t e T, falls ihr aktiver Teil vom Typ 
T ist. 

Sei C eine aktive orientierte fc-dimensionale Konfiguration vom Typ x e T und 
s eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich C. Dann mochten wir den Z- 
Modul-Homomorphismus rfc,T,s : AV(C) AV(C*) definieren. Auf AV(C) gibt 
es, bis auf Vorzeichen, eine kanonische Basis. Genau eines dieser Basiselemente 
soil nicht trivial abgebildet werden. Wir werden im Folgenden beschreiben, 
welches Element das ist imd wie es abgebildet wird. Dazu wahlen wir einen 
zulassigen Kantenzug 6. Fiir t i= Dp,, ist jeder Kantenzug der Lange k (mit 
Kanten in Y^ih 1)) zulassig, fiir t = Dp,, werden wir spater beschreiben, welche 
Kantenziige der Lange k zulassig sind. Dann definieren wir xc,T,e £ AV(C) und 
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i/c,T e AV(C*). Es sei 

rfc,T,s(xc,T,e) = s(0)sp(C, 0)i/c,T- 



Wir werden zeigen, dass dies unabhangig von der Wahl von 6 ist. 
Sei T = Ak- Dann seien 



yc,A. = (-1)' 



,k+l 



Wir zeigen nun, dass ifc,T,s unabhangig von ist. Sei also r\ ein weiterer Kanten- 
zug der Lange fc. Wir miissennur den Fall (^(r|) - (p{d)o{i i + 1) fiir / e [1, . . .,k-l] 
betrachten, da die S„ von solchen Transpositionen erzeugt wird. In diesem Fall 
unterscheiden sich {\X\, . . . , jj^ und {\d, . . . ,i^d) nur in der /-ten und (/ + l)-ten 
Kante. Sei 



Dann ist s(0)s(t|) = 1, falls G(C, e) vom Typ A oder Y ist und s(0)s(r|) = -1, falls 
G(C, e) vom Typ K oder X ist, da s eine Kantenzuordnung vom Typ Y ist. Weil 
C vom Typ Aj^ ist, ist G(C, e) Fall 22, 28 oder 38 aus den Abbildungen|3]und|4l 
Es folgt s(0) = s(r|) und sp(C, 6) = sp(C,r|). 

Sei T = B;c. Wir haben durch C eine Ordnung yi, . . . , yjt der Bogen gegeben. Die 
Kreise von C seien so mit xi, . . . , x;c bezeichnet, dass auf x, liegt. C* ist vom 
Typ As^, die Kreise von C* seien so mit i/i, 1/2 bezeichnet, dass alle Bogen von j/i 
nach 1/2 zeigen. Weiterhin sei 6 ein Kantenzug der Lange k. Dann seien 



Verhalte sich r| zu wie fiir t = A^ beschrieben und sei e auf die gleiche 
Weise definiert. Es gilt xcA-e - ~^c,Bi,r|- G(C, e) ist Fall 1, 16 oder 29 aus den 
AbbildungenHundU Es folgt s(0) = -s(ri) und sp(C, 0) = sp(C,7]). 
Sei T - Cp^q. Dann seien 



Seien ri und e wie beschrieben. G(C, e) ist Fall 7,22,23,24,28,31,32,38,41,42,43 
oder 45. In den Fallen 7, 31, 32 ist s{d) = -s{r[) und sp(C, 6) = -sp(C,ri). In den 
Fallen 22,23,24,28,38,41,42,43,45 ist s(0) = s{^) und sp(C, 6) = sp{Q^). 
Sei T = Dp q und sei x der Kreis von C, auf dem zwei Anfangs- und zwei 
Endpunkte von Bogen liegen. Wir haben durch C eine Ordnung yi, . . . ,yt der 
Bogen gegeben. Seien yfl,y;, die beiden Bogen, die auf x zeigen. Fiir f e {!,. . .,k}\ 
{a, b] sei x, der Kreis, auf den y, zeigt. Der Kreis von C* sei mit y bezeichnet. 
Ein Kantenzug der Lange k (mit Kanten in Yj(k, 1)) sei zulassig, falls {(p(6){k — 
1), cp(e)(k)] = [a, b]. Dann sei 




xc,Bi„e - ^(f>(0)(i) A • • • A x^(0)(^, 
yc,B, = yi A y2. 



yc.c,„„ = (-1)^ 



^CD,,,,,e - ^(i?)(0)(l) A • • • A X<j,(0)(jt-2) A X, 

yc,Dp,, = y. 
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Sei zunachst r\ Kantenzug der Lange k, so dass c^(r|) = (p{d) o (k — 1 k). Sei e wie 
beschrieben. Dann ist G(C, e) Fall 45. Es folgt s{d) = s{r\) und sp(C, 6) = sp(C,Ti). 
Seiniinri Kantenzug der Lange k, so dass cj)(r\) = (p{d)o{i i + 1) fiir ie{l,..., k-3}. 
Dann ist xc,Dp,,,e = -xc,Df,,,,,^■ Sei t wie beschrieben. G(C, e) ist Fall 1,2,16 oder 21. 
Es folgt s{d) = -s(ri) und sp(C, 6) = sp(C,Ti). 

Sei T = Fp^. Wir haben dutch C eine Ordnung yi, . . . ,yjt der Bogen gegeben. Fiir 
i = 1, . . sei x; := 1 e AV(C), falls y9 und auf dem gleichen Kreis liegen. 
Andemfalls sei x, der Kreis, auf dem y° liegt. In C* gibt es genau einen Kreis y, 
so dass alle Bogen, die auf y enden, auch auf y starten. Dann sei 

^c,Fp,,,,e = ^(fi(e)(i) A • • • A x<j,(e)(A:), 
yCFp,, = y. 

Sei T] Kantenzug der Lange k, so dass (/)(ti) = (p{d)o{i i + 1) fiir f e { 1, . . . , A: - 1 j . Sei 
£ wie beschrieben. Betrachte zunachst den Fall, dass x^(e)(,) = 1 oderx0(e)(;+i) = 1. 
Dann gilt xc,Fp.,,0 = ^c,F„,ri- G(C,e) ist Fall 32, 37, 39 oder 43. In den Fallen 32, 
37 ist s(0) = -s(ti) und sp(C, 0) = -sp(C,ri). In den Fallen 39, 43 ist s(0) = s(ti) 
und sp(C, 0) = sp(C,ri). Betrachte nun den Fall, dass X0(e)(/) 1 •Xi|)(e)(i+i)- 
Dann gilt xc,F„,e = -xc;fp^,rx- G(C, e) ist Fall 17 oder 20. Es folgt s{0) = -s{r]) und 
sp(C,0) = sp(C,ri). 

Sei T = Gp,q. Wir haben durch C eine Ordniing yi,...,yj^ der Bogen gegeben. 
Fiir / = 1, . . . , A: sei X, := 1 e AV(C), falls y^* und yj auf dem gleichen Kreis liegen. 
Andernfalls sei x, der Kreis, auf dem yj liegt. In C gibt es genau einen Kreis y, 
so dass alle Bogen, die auf y starten, auch auf y enden. Dann sei 

Xc,G„,e = X,p(e)(l) A ■ • • A X<^(0)(S:), 

ycG„ = {-ir'y- 

Dass i^c,Gp,,,s unabhangig von ist, zeigt man analog zum Fall T = Fp,^. 
Fiir X e A'"V(C) schreiben wir gr(x) = m. Dann gilt 

gr(ycx) - gr(xc.,e) = + 1 = sp(C, (1 l))-k + l. (64) 

Als Nachstes mochten wir dc,T,s auch fiir den Fall definieren, dass C nicht 
unbedingt aktiv ist. Fiir ein beliebiges n e No seien zi, . . . , z„ beliebige passive 
Kreise von C und cu := zi A • • • A z„. Weiterhin sei d ein fiir akt(C) zulassiger 
Kantenzug, wir nennen 6 dann zulassig fiir C. Nun sei 

'^CT,sfekt(C),T,e A a;) = s(0)sp(C, 0)yakt(c),T A co. 

Alle kanonischen Basiselemente von AV(C), die sich nicht bis auf ein Vorzeichen 
in der Form Xakt(C),T,e einem oj wie beschrieben, darstellen lassen, werden 

trivial abgebildet. 
Es sei 

dc,s '■= ^ dc,T,s- 

T€T, C ist vom Typ t 

1st C eindimensional, so ist dc,s gleich dem ungeraden Khovanov-Differential 

diC,s) = s{*)dc. 

Eine Kantenzuordnimg s : J^{k,l) ^ 1) induziert fiir e e Y,{k,n), 1 < n < k, 
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eine Kantenzuordnung sit : 1) {-1, 1) wie folgt. Seien h < i2 < ■ ■ ■ < in 

so, dass ei. = * fiir ; = !,...,«. Fiir A e ^(m, 1) sei e 1) mit /j; := e; falls 

£i i= * und f/,. := Aj fiir ;' = Dann sei s|t (A) := s(jU). 

Sei C eine fc-dimensionale orientierte Konfiguration, s eine Kantenzuordnung 

vom Typ Y beziiglich C und 1 < n < k. Wir erhalten fiir alle e e ILih^) die 

Abbildung 

rfG(0),.|. : AV(G(C,£)) ^ AV((G(C,e))*) . 

=V(G(C£i')) =V(G(C,£i)) 

Es sei 

4(C,s) := (-l)l^°'^("^i'^P(^'^">rfG(C,.),sL : r(C) ^ r(C) 

E€£(t,n) 

und d{C,s) :- Li<n<Jc'^«(Cs). Dann erhoht d„(C,s) den /z-Grad um n und senkt 
den 6-Grad um 2. 

Satz 65. Es gilt d{C, s) o d{C, s) = 0. 

Diesen Satz werden wir spater beweisen. Wir erhalten also 

Q(C,s) (r(C),d(C,s)) e Ob(Q(-2)). 

Es gilt i0i(-2)(Q(C,s)) s r(C,s) = (r(C),5(C,s)). Weiterhin ist Q(C,s) (g)z Z/2Z 
isomorph zu dem von Szabo konstruierten Komplex ([4J). 

Satz 66. Seien C und D orientierte Konfigurationen, so dass C = D. Seien s und t 
Kantenzuordnungen, so dass s beziiglich C und t beziiglich D den Typ Y hat. Dann 
sind Q(C, s) und Q(D, t) isomorph. 

Diesen Satz werden wir spater beweisen. Sei D nun ein Verschlingungsdia- 
gramm und C erne orientierte Konfiguration, so dass C eine Nullglattung von 
D ist. Weiterhin sei s eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich C. Dann sei 
Q(D, C,s) e Ob(Q(-2)) wie Q(C,s) nur die Bigraduierung unterscheide sich, 
wie bei ungerader Khovanov-Homologie beschrieben. 

Satz 67. Seien Dj und D2 Verschlingungsdiagramme, die durch endlich viele Reidemeister- 
Bewegungen auseinander hervorgehen. Dann gibt es orientierte Konfigurationen Ci, 
C2, so dass Ci, C2 Nidlgldttungen von Dj, D2 sind und Kantenzuordnungen sj, S2 
vom Typ Y beziiglich Ci, C2, so dass Q(Di, Ci, si) ~p Q(D2, C2, S2). 

Diesen Satz werden wir spater beweisen. 
Nach Korollar |55] ordnen wir einer Verschlingung L eine filtrierte graduierte 
abelsche Gruppe H{L) zu (bis auf Isomorphie). Weiterhin ordnen wir L eine 
Spektralsequenz £(L) vom Grad —2 zu (bis auf Isomorphie ab dem E^-Term). 
E^(L) ist die ungerade Khovanov-Homologie von L. Dabei ist die Graduierung 
mittels X aus Definition [51] geandert. E(L) konvergiert gegen H(L). 

Lemma 68. Sei L eine Verschlingung, deren ungerade Khovanov-Homologie gleich 
der des Unknotens ist. Dann ist H{L) = H(Unknoten). 

Beiueis. Mittels E(L). □ 
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Die Verschlingungen, die durch L vom Unknoten unterschieden werden 
konnen, konnen also auch durch ungerade Khovanov-Homologie vom Unk- 
noten unterschieden werden. 

Sei C eine orientierte Konfiguration und s eine Kantenzuordnimg vom Typ 
X beziighch C. Dann ist s vom Typ Y beziighch r{m{C)). Es sei Q'(C, s) := 
Cl{r{m{C)),s). Damit ist 9Ji(-2)(Q'(C, s)) = T{C,s) und Q'(C,s) <S>z Z/2Z ist iso- 
morph zu dem von Szabo beschriebenen Komplex mit Randabbildimg d' (fM, 
Anfang von Kapitel 8). 

Analog zum Beweis von Korollar [17| kann man aus Satz [67| folgern, dass 
Q(C, s) ~p £l'{C,t) fiir erne orientierte Konfiguration C und Kantenzuordnun- 
gen s, t, so dass s Typ Y und t Typ X beziiglich C hat. Somit sind die von Szabo 
beschriebenen H'{L) und H{L) ([4J, Anfang von Kapitel 8), sowie die beiden 
zugehorigen Spektralsequenzen ab dem E^-Term, isomorph. 

7 Abhangigkeit von der Orientierung 

Sei C eine orientierte Konfiguration. Wir haben eine Ordnimg auf den Kreisen 
xi, . . . , x„ gegeben. Fiir 1 < fi <•••</„< n nennen wir x,-, A • • • A x,,„ e AV(C) 
ern Monom vom Grad m, das durch x,j , . . . , x,,„ teilbar ist. Die Monome bilden 
eine Basis der freien abelschen Gruppe AV(C). Wir haben eine Ordnung auf 
den Kanten ei, . . . , e; von C gegeben. Diese induziert auf kanonische Weise eine 
Ordnung /i, . . . , // der Kanten von C*. Fiir z e {1, . . . , /} sei xc(0 der Kreis von C, 
in dem e, liegt. Sei s eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich C, dann sieht 
man leicht, dass fiir i e {1, . . . ,1] Folgendes gilt: 

Lemma 69 (Filtrierungsregel). Ist C vom Typ z e T und sind a e AV(C), jS e 
AV(C*) Monome, so dass a durch xc{i) teilbar ist und der Koeffizient von dc,T,s{^) 
|3 nicht Null ist, dann ist f} durch xc>(0 teilbar. 

Fiir ein Monom a e AV(C) vom Grad m sei a* e AV(m(C)) das eindeutig 
bestimmte Monom vom Grad n — m, so dass a* genau durch die Kreise von 
m{C) teilbar ist, durch deren Entsprechung in C das Monom a nicht teilbar ist. 
Sei t eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich m(C*). Man priift leicht nach, 
dass dann gilt: 

Lemma 70 (Dualitatsregel). Sei C vom Typ t e T undseien a e AV(C), jS e AV(C*) 
Monome. Dann ist der Koejfizient von dc,T,s(«) bei fi bis auf ein Vorzeichen gleich dem 
Koeffizienten von dm(c>),m(T>),f(/3*) bei a*. 

Die Filtrierungsregel gilt auch fiir dc,s = L ^^c,t,s- E)ie Dualitatsregel gilt auch 
fur dc,s und d„,(C),t- 

Fiir eine aktive orientierte eindimensionale Konfiguration C mochten wir einen 
Z-Modul-Homomorphismus He : AV(C) AV(C*) definieren. Fiir den 1. Fall 
aus Abbildung|2]sei Hc(l) = Hc(xi) = Hc(x2) = und Hc(xi A X2) = y. Fiir den 
2. Fall sei Hc(l) = 1 und Hc{y) - 0. Ist C nicht unbedingt aktiv, so sei He analog 
zu dc definiert. He erfiillt Filtrierungs- und Dualitatsregel. 
Sei C nun erne orientierte fc-dimensionale Konfiguration und s eine Kantenzu- 
ordnung vom Typ Y beziiglich C. Fiir i = 1,. . sei H,(C,s) : T{C) T(C) 
definiert als 

s(e){-ir('^'^"^HGic,e). 

£€X(fc,l) mit £,=» 
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Es gilt H,(C, s) o H,(C, s) - 0. Weiterhin erhoht H,(C, s) den /z-Grad um 1 und lasst 
den 6-Grad unverandert. 

Satz 71. Sez'en C, D orientierte k-dimensionale Konfigurationen, so dass C = D und die 
Orientierung der Bogen sich nur beim i-ten Bogen unterscheide,fur i e {1, . . . ,k]. Dann 
gibt esfur jede Kantenzuordnung s vom Typ Y bezuglich C eine Kantenzuordnung t 
vom Typ Y bezuglich D, so dass 

d{C, s) - d{D, f) = d{C, s) o H,(C, s) - H,(C, s) o d{C, s). 

Beiveis. Ohne Einschrankungen sei i = 1. 
SeiK : Y,{k,l) ^ {1,-1) definiert durch 

J -1 falls £i - * und G(C, e) eine Spaltung ist, 
1 1 sonst. 

Der Beweis von Lemma l22l zeigt, dass t := ks eine Kantenzuordnung vom 
Typ Y beziiglich D ist. Weiterhin ist di(C,s) = di(D, t). Sei nun k >2 und a = 
(0, *,...,*), fo = (1, *,...,*) e E(/c,fc-l),sowiec = (^0,...,0), d = 1, . . 1) e 
1)- Zu zeigen ist: 

dc,s-dDj = {-l)'^''P^^-'°h{c)dG^cm.°HG(c,c)-h^^^ (72) 

Wir miissen nur den Fall betrachten, dass C aktiv ist. Sei C zunachst nicht 
zusammenhangend. Dann miissen wir nur den Fall betrachten, dass C aus ge- 
nau zwei Zusammenhangskomponenten besteht, wobei in der einen Zusam- 
menhangskomponente der erste Bogen und sonst kein weiterer Bogen liegt. 
Sei 6 ein fiir akt(G(C,fl)) - akt(G(C, fc)) zulassiger Kantenzug. Sei zimachst 
akt(G(C, c)) = akt(G(C, d)) die linke Seite aus Abbildung|2l Dann ist sp(C, b") = 0. 
Weiterhin gilt s(d)s|„(0) = {-lf-h{c)s\b{d), well G{C,e) vom Typ K ist, fiir alle 
£ e J^{k, 2) mit £i = *. Ist G(C, a) vom Typ t e T, so ist 

dG(C,b),T,s|i, ° ^^G(C,c)(^l A X2 A XG(C,b),T,e) 
='iG(C,b),TMb(y ^ ^G(C,fi),T,0) 

= (_l)grfe,o,,,,«)s|^(0)sp(G(C,b), e)yG(C,b),r A y 

und 

f^G{C,d) ° dG(Cfl),T,sl«(^l A X2 A XG(C,b),T,e) 
=sU0)sp(G(C,fl), 0)HG(C,rf)(yG(C,fl),T A Xi A X2) 

=s|a(0)sp(G(C, b), 0)y A yG(c,b),x 
=(_l)gr(yG,c,,,.)s^0)sp(G(c,[.), 0)yG(c,fc),T A y. 

Wegen 

gr(yG(C,6),T) - gr(xG(Cb),T,e) = sp(G(C, (1, . . . , 1)) - (fc - 1) + 1 = sp(C, d°) - + 2 
ist die rechte Seite von Gleichung ll72t trivial. 

Sei nun akt(G(C, c)) = akt(G(C,d)) die rechte Seite aus Abbildung|2l Dann ist 
s^{C,b°) = 1. Weiterhin ist s(d)s|„(0) = (-l)'^-i-^P('=''*°)s(c)s|b(0), well Folgendes 
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gilt: Seien s e EC^^/^), ^ £ EC^^/l) gleich, bis auf die erste Komponente, es sei 
namlich Cj = * und rji = 0. Dann ist G(C, e) vom Typ K, falls G(C, r|) Fusion ist 
und vom Typ A, falls G(C, r|) Spaltung ist. Also ist die rechte Seite von Gleichung 
((72] | trivial. 

Sei C nun zusammenhangend. Sei C zuerst Fall 28 aus Abbildung S) siehe 
Abbildung|20l Weil C vom Typ A vmd D vom Typ K ist, gilt 




C* 




D* 

Abbildung 20: 

s(0,*)s(*,l) = s(*,0)s(l,=f) = ti*,0)t{l,*) = -t{0,*)t{*,l)- 

Weiterhin ist sp(C,(l,0)) = sp(C,(0,l)) = 0. Es ist rfc,s(l) = -s(0, *)s(*, 1) und 
dD,t{xi A xi) = t{*, 0)t{l, *)y2 A 1/1. Weiterhin gilt dG(C(i,.)),s|(i,,) ° Hg(c,(.,o))(^i A X2) = 
s(l,*)i/2 A yi und Hg(c,(.,i)) ° ^^G(C,(o,.)),s|,o,,)(l) = s(Q,*). Somit ist Gleichung ([72) 
erfiillt. 

Ist C Fall 29 aus Abbildung 21 so sind die Rollen von C und D und damit auch 
von s und t aus Fall 28 vertauscht und man erhalt auf beiden Seiten von Glei- 
chung ((72] | das Negative aus Fall 28. 

Sei C nun Fall 45, siehe Abbildung |2T] Weil C vom Typ Y ist, gilt s(0, *)s(*, 1) = 
s(*,0)s(l,*).Weiterhinistsp(C,(l,0)) = sp(C,(0,l)) = l.Esistdc,s(l) = -s(0,*)s(*, 1) 
unddc,s(^) = -s(0,*)s(*, l)i/unddD,f = 0. Weiterhin gilt dG(C,(i,»)),s|,i,,)OHG(c(.,o))(l) = 
s(l, *) und Hg(c(»,i)) ° '^G(C,(o,.)),s|(o,.)(^) - -s(0, *)y. Somit ist Gleichung ^ erfiillt. 
Ist C Fall 44, so sind die Rollen von C und D und damit auch von s und t aus 
Fall 45 vertauscht und man erhalt auf beiden Seiten von Gleichung l l72l l das 
Negative aus Fall 45. 

Unser C ist eine zusammenhangende, orientierte, mindestens zweidimensio- 
nale Konfiguration, es gilt also: C ist einer der Falle 28,29,44,45 aus Abbildung 
Hoder 

uc '■= #(t e T I C oder D ist vom Typ t} < 1. 
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c* 



Abbildung21: 

Sei uq = 1- Ohne Einschrankungen gehen wir davon aus, dass es t e T gibt, so 
dass C vom Typ t ist. 

Sei T - Ak, k > 3. Dann ist G{C,b) von keinem Typ aus T. Weiterhin ist G{C,a) 
vom Typ A;c_i und G(C, d) ist Spaltung. Also ist Gleichung l(72t erfiillt. 
Sei T = Bfc, A: > 3. Dann ist G(C, a) von keinem Typ aus T. Weiterhin ist G(C, b) 
vom Typ Bj;_i und G(C, c) ist Fusion. Es folgt sp(C, - 0. Wahle eine Ordnung 
auf den Bogen von C, die mit dem ersten Bogen (aus der gegebenen Ordnung 
der Bogen) beginnt ;md bei der der Bogen an zweiter Stelle steht, dessen End- 
punkt auf dem Kreis liegt, auf dem der Anfangspunkt des ersten Bogens liegt. 
Dies liefert zulassige Kantenziige 6, i] fiir C, G{C,b). Es gilt s{G) = s(c)s|j,(r|) 
und sp(C,0) = sp(G(C,^;),7]). Aufierdem ist HG(c,c){xc,Bt,e) = -^G(c,b),Bn,'i und 
3/G(C,6),Bn = yc.Bf Also ist Gleichung ^ erfullt. 

Sei T = Cp^cj, p + q > 3. Die ohne den Kreis x von C besteht aus zwei Zusam- 
menhangskomponenten. Betrachte zuerst den Fall, dass der erste Bogen von C 
der einzige Bogen in seiner Zusammenhangskomponente von \x ist. Dann 
ist G(C, a) von keinem Typ aus T. Weiterhin ist G(C, b) vom Typ A;c_i und G(C, c) 
ist Spaltimg. Also ist Gleichung |[72t erfiillt. 

Betrachte nun den Fall, dass in der Zusammenhangskomponente von \ x, in 
der der erste Bogen liegt, noch mindestens ein weiterer Bogen liegt. Dann ist 
G(C, b) von keinem Typ aus T oder G(C, b) ist vom Typ Fi^ oder vom Typ G14. 
Weil G(C, c) Spaltung ist, ist dG{c,b),s\i, ° ^G(C,c) = 0. Weiterhin ist G(C, a) vom Typ 
Cp-i^q oder Cp,,-i und G(C, d) ist Spaltung. Also ist Gleichung |[72t erfiillt. 
Sei T - ^p,q, p + cj >3. Sei x der Kreis von C, auf dem zwei Angangs- und zwei 
Endpunkte von Bogen liegen. Betrachte zuerst den Fall, dass der erste Bogen 
von C der einzige Bogen in seiner Zusammenhangskomponente von \x ist. 
Dann ist G(C, b) von keinem Typ aus T. Weiterhin ist G(C, a) vom Typ Bi:_i und 
G(C, d) ist Fusion. Ein zulassiger Kantenzug 6 fiir C, so dass (p{d){k) der erste Bo- 
gen ist, liefert einen zulassigen Kantenzug 7] fiir G(C,fl). Es gilt s{6) = s\a{r[)s{d) 
und sp(C,0) = (-l)"P<'^''*°)sp(G(C, «),?]). Aufierdem ist xc,D^,j,g = XG(c,a),B,_ui] und 
HG(Cd)(i/G(c,fl),B,c-i) = -yCDp,,,- Also ist Gleichung ^ erfullt. 
Betrachte nun den Fall, dass in der Zusammenhangskomponente von \ x, 
in der der erste Bogen liegt, noch mindestens ein weiterer Bogen liegt. Dann 
ist G(C, a) von keinem Typ aus T oder G(C, a) ist vom Typ F14 oder vom Typ 
G14 . Weil G(C, d) Fusion ist, ist Hacd) ° dG(c,a),si, - 0- Weiterhin ist G(C, b) vom 
Typ Dp_i,, oder Dp,,_i und G(C,c) ist Fusion. Es folgt sp(C, ^;°) = 0. Liege zu- 
nachst der Endpunkt des ersten Bogens nicht auf x. Dann sei G ein zulassiger 
Kantenzug fiir C, so dass (p{6){l) der erste Bogen ist. 6 liefert ernen zulassigen 
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Kantenzug 7] fiir G{C,b). Es gilt s{6) = s(c)s\h{r[) und sp(C, 0) = sp(G(C, b),Ti). 
AufierdemistHG(c,c)(^c,D,,,,e) = -^G(Cb),Dp_i,,„ti und i/g(c,6),d,,_i,,, = i/c,d,,,,,, wobei fiir 
Dp_i ,j auch Dp stehen kann. Also ist Gleichung |[72l l erfiillt. 
Liege nun der Endpunkt des ersten Bogens auf x. Dann sei 6 ein zulassi- 
ger Kantenzug fiir C, so dass (p{d){k - 1) der erste Bogen ist und (p{6){k - 2) 
der Bogen ist, dessen Endpunkt auf dem Kreis liegt, auf dem der Anfangs- 
punkt des ersten Bogens liegt. 6 liefert einen zulassigen Kantenzug r| fiir 
G{C,b). Es gilt s(0) = {-lf-^s{c)s\b{r]), well G{C,e) vom Typ K ist, fiir alle 
£ e Z{k,2) mit le^l < k. Weiterhin gilt sp(C,0) = sp(G(C, i7),r|). Aufierdem ist 
HG(c,c)(^c,D,,,,,,e) = (-l)*'"^XG(Cfc),D,,_i,,,,ii und i/g(C,6),d,,_i,, = 3/c,D,,,,, wobei fiir Dp_i,q 
auch Dp q-i stehen kann. Also ist Gleichung ll72)l erfiillt. 

Sei T = Fo,2, siehe Abbildung |22l Weil C vom Typ A ist, gilt s(0, *)s(*, 1) = 




C* 

Abbildung 22: 

s(*,0)s(l,*).Weiterhinistsp(C,(l,0)) = sp(C,(0,l)) = l.Esistdc,s(l) = -s(0,*)s(*,l)i/2- 

Weiterhin giltdG(C(i,.)),s|(i,)°HG(c,(.,o))(l) = s(l, *)(i/2-i/i) undHG(c,(.,i))°rfG(C,(o,.)),s|(o,.)(l) = 
-s(0, Somit ist Gleichung ll72ll erfiillt. 

Sei T = F2,o, siehe Abbildung |23l Weil C vom Typ K ist, gilt s(0, *)s(*, 1) = 




C 

Abbildung 23: 



-s(*,0)s(l,*). Weiterhin ist sp(C,{l,0)) = sp(C,(0,l)) = 0. Es ist dc,s{x\ A xg) = 
s(0, *)s{*, l)y. Weiterhin gilt dG(C,(i,»)),s|(i,.) °^^G(C,(*,o))(^3 AX2) = s(l, *)y und Hg(c,(.,i)) ° 
dG{C,{o,*))A^.M■^ ^ ^3) = -s(0, *)y = Hg(c,(.,i)) ° '^G(C,(o,»)),s|(o,.)(3^2 A X3). Somit ist Glei- 
chimg ^ erfiillt. 

Sei T = Fi i,so dass der Anfangs- und Endpunkt des ersten Bogens von C auf 
dem gleichen Kreis liegen, siehe Abbildimg |24l Weil C vom Typ K ist, gilt 
s(0,*)s(*,l) = -s(*,0)s(l,*). Weiterhin ist sp(C,(l,0)) = 1 und sp(C,(0,l)) = 0. 
Es ist dc,s{x2) = s(0,*)s(*, 1)1/1. Weiterhin gilt dG(C,(i,.)),s|,i,.) ° Hg(c,(.,o))(1) = s(l,*) 
und dG(C(i,»)),s|(i,,) ° Hg(c,(*,o)){^2) = s(l, *)y\ und Hg(c,(»,i)) ° '^G(C,(o,.)),s|,o,,)(l) = s(0, *). 
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Abbildung 24: 

Somit ist Gleichung l(72ll erfiillt. 

Sei nun t = Fi i,so dass der Anfangs- und Endpunkt des ersten Bogens von C 
auf unterschiedlichen Kreisen liegen, siehe Abbildung|25l Es ist sp(C, (1, 0)) = 




C C* 



Abbildung 25: 

und sp(C,(0,l)) = 1 und rfc,s(^2) = s(*,0)s(l,*)i/i. Weiterhin gilt dG(C(i,.)),s|,i,,) ° 
Wg(cko))(^2 a xi) = s(l, *)yi A 1/2 und Hg(c,(.,i)) ° dG(C(o,.)),s|,o,, fe) = -s(0, und 
Wg(c,(*,i)) ° ^G(C,(o,.)),s|(o,,)(^i A X2) = s(0,*)i/i A 1/2- Somit ist Gleichung ^ erfiillt. 
Sei nun t = Fp^^, p + (J > 3. Betrachte zuerst den Fall, dass Anfangs- und End- 
punkt des ersten Bogens von C auf dem gleichen Kreis liegen. Dann sind G(C, a) 
und G{C,h) vom Typ Fp,j_i. Weiterhin sind G(C, c) und G(C, d) Spaltungen. Es 
folgt Hqi^qcI) ° dG{C,a),si, = und sp(C, b") = 1. Ein zulassiger Kantenzug fiir 
C, so dass der erste Bogen ist, liefert einen zulassigen Kantenzug r| fiir 

G(C, b). Es gilts(0) = s{c)s\b{^) und sp(C, 6) = (-l)i+('^-2)sp(G(C, b),^). Aufierdem 
istHG(Cc)(:(^c,F,,,,,e) = 3:G(c,b),F,„,_i,ii und i/G(C,b),Fp,_i = i/cf,,,,- Also ist Gleichung ^ 
erfiillt. 

Betrachte nun den Fall, dass Anfangs- und Endpunkt des ersten Bogens von C 
auf unterschiedlichen Kreisen liegen. Dann sind G(C, a) und G(C, b) vom Typ 
Fp_i^q. Weiterhin sind G(C, c) und G(C, d) Fusionen. Es folgt dG(C,i)),s|,, ° ^^G(Cc) = 
und sp(C, d'') = q. Ein zulassiger Kantenzug 6 fiir C, so dass (p{6){k) der erste Bo- 
gen ist, liefert einen zulassigen Kantenzug r| fiir G{C,a). Es gilt s{d) = s|fl(r|)s(d) 
und sp(C, 0) = (-l)'?sp(G(C,fl),Ti). Sei x der Kreis von C, auf dem der An- 
fangspunkt des ersten Bogens liegt. Dann gilt xc,f,„„8 ~ ^G(C,fl),F,,_i,,r| A x und 
HG(c,d)(i/G(C,fl),F,,_i,, A x) = -i/c,F,,,,,- Also ist Gleichung ^ erfiillt. 
Dass fiir t - Gp,q, p + cj >2, Gleichung l(72)l gilt, zeigt man analog zu t = Fp q. 
Sei nun mc - 0. Wir miissen zeigen, dass dann die rechte Seite von Gleichung 
((72]| trivial ist. Ergibt sich fiir den ersten Bogen von C eine Situation wie in 
Abbildungl26l so ist akt(G(C, a)) = akt(G(C, b)). Wir priifen nun nach, dass dann 

(-l)'^''P<^'''°^s(c)dG(Cfc),T,4 ° Hg(Cc) = (-l)^P(^''*°'s(d)HG(c,d) ° dc^cM (73) 
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Situation'l 



Situation'2 



Abbildung 26: 

ist, falls G(C, fl) vom Typ t € T ist. In Situation 1 ist sp{C,b°) = 0, in Situation 
2 ist sp(C, b") - 1. Sei 6 ein zulassiger Kantenzug fiir G(C, fl). In Situation 1 
ist s{c)s\t{d) = {-lf-h{d)s\„{e), weil G(C,e) vom Typ K ist fiir alle e e T.{K2) 
mit £1 = *. In Situation 2 ist s{c)s\b{d) = {-lf-'^-^P''^''^°h{d)s\a{e), weil fiir alle 
£ ej^{k, 2) mit £i = * und j-i e Y,{k, 1) mit 




fiir i = 1, 
e, sonst. 



gilt: Ist G(C, |Li) Spaltimg, so ist G(C, e) vom Typ A. Ist G(C, /.() Fusion, so ist 
G(C, e) vom Typ K. Man sieht leicht, dass in Situation 2 Gleichimg | [73l l gilt. In 
Situation gilt Gleichung |[73] | wegen Gleichung l l64ll . 

Wir werden mm zeigen: Ist uq = und ergibt sich fiir den ersten Bogen von 
C kerne der beiden Situationen aus Abbildimg|26l so ist Hg{C4) ° t^G(Ca),T,si„ = 0, 
falls G(C, a) vom Typ t ist. 

Ist G(C, b) vom Typ ct, so folgt fiir eine Kantenzuordnung v vom Typ Y beziiglich 
aus HG(m(0)4)°dG(m(C'),a),m(a'),v\„ — und der Dualitatsregel, dass dG(C,h),a,s|i, ° 
Hg(c,c) = ist. 

Sei der erste Bogen von C mit y bezeichnet. 

Sei T = A/t. Daim verbindet y zwei unterschiedliche Kanten aus einem der 
beiden Kreise von G(C, a). Dann ist aber G(C, d) Fusion. 

Sei T = B)t. Dann verbindet y zwei imterschiedliche Kreise von G(C, d). Dann ist 
aber G(C, d) Spaltung. 

Sei T = Cp,(,. Dann verbindet y zwei imterschiedliche Kanten des Kreises von 

G(C, fl), wobei fiir mindestens eine dieser Kanten gilt: Die beiden Bogen, die 

diese Kante begrenzen, liegen auf der anderen Seite des Kreises wie y . Darm ist 

aber G(C, d) Fusion. 

Sei T = Dp ,j. Dann ist G(C, d) Spaltung. 

Sei T = Fp ^j. Dann gibt es zwei Moglichkeiten: 

1 . Fiir mindestens eine der beiden Kanten, die y verbindet, gilt: Diese Kante 
wird von Anfangs- und Endpunkt des gleichen Bogens begrenzt. Daim 
ist G(C, d) Fusion, aber durch mindestens einen der beiden Kreise aus 
akt(G(C, d)) ist i/G(C,fl),Fp,, nicht teilbar. (Teilbarkeit sei wie fiir Monome 
definiert.) 

2. Andernfalls ist G(C, d) Spaltung, aber i/G(Cfl),F,,, ist durch den aktiven Kreis 
von G(C, d) teilbar. 

Den Fall x = Gp^^ behandelt man analog zu t = Fp ,j. □ 
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8 dod^O 



Um Satz[65]zu beweisen, reicht es folgendes zu zeigen: 



Satz 74. Sei C eine k-dimensionale orientierte Konfiguration und s eine Kantenzuord- 
nung vom Typ Y bezuglich C. Dann gilt 



Fiir A: = 2 gilt: di(C, s) o di(C, s) = -5(C, s) o d{C, s) = 0. 

Lemma 75. Seien C, D k-dimensionale orientierte Konfigurationen niit C = D. Wenn 
Satz ^^fur alle {k - \)-dimensionalen Konfigurationen gilt, dann gibt es ftir jede 
Kantenzuordnung s vom Typ Y bezUglich C eine Kantenzuordnung t vom Typ Y 
bezUglich D, so dass 



Bezveis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass sich die Orientierung der Bogen 
nur beim ;-ten Bogen unterscheidet, fiir j e {1, . . . ,k). Nach Satz [71] gibt es eine 
Kantenzuordnung t vom Typ Y bezuglich D, so dass 




i=i 



k-1 k-1 



^ dt-i{C, s) o die s) = Y^ dk-^{D, t) o d,{D, t). 




d{C, s) - d{D, t) = d{C, s) o Hj{C, s) - Hj{C, s) o d{C, s). 



39 



Dann gilt: 



k-l 



Y^dk-,{D,t)od,{D,t) 



1=1 

k-l 



= Y,(dk-i{C, s) + HjiQ s) o d,_,_i(C, s) - d,_,_i(C, s) o H/C, s)) 

;=1 

o (d,(C, s) + HjiC s) o d,_i(C, s) - d,_i(C, s) o HjiC s)) 



= ^(d,_,(C,s)od,(C,s) 



(=1 



- dk-i(C, s) o d,_i(C, s) o HjiC s) 
+ Hj{C,s)odM{C,s)od,{C,s) 
+ HjiC s) o 4-,-i(C, s) o HjiC s) od,_i(C, s) 



• HjiC s) o dfc_,_i(C, s) o d,_i(C, s) o HjiC s) 



- d,_,_i(C, s) o HjiC s) o HjiC s) od,_i(C, s) 



+ 4-,-i(C, s) o H^(C, s) o d,_i(C, s) + Hy(C, s)) 



Jc-l 



^2]|dt-,(C,s)od,(C,s) 

;=1 



a-1 



\'J^dk-i{C,s) o di-i{C,s) 



. (=1 



°H;(C,s) 



ic-l 



+ Hj{C,s)oY^dk-,.i{Qs)od,{C,s) 



1=1 



Satz 76. Sef D ez'ne k-dimensionale Konfiguration und seien a e AV(D), jS e AV(D*) 
Mononie. Dann gibt es eine orientierte Konfiguration C, so dass C = D und so dass 
fur alle Kantenzuordnungen s voni Typ Y bezuglich C der Koeffizient von 



k-l 



Y^di,-,{C,s) o di{C,s){a) 

!=1 



hei /3 trivial ist. 

Aus Lemma [75] und Satz[76]folgt mittels Induktion Satz (74] 
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Beweis von Satz^6\ Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, dass D aktiv und 
A: > 3 ist. Sei D zunachst nicht zusammenhangend. Dann brauchen wir nur 
den Fall zu betrachten, dass D aus genau zwei Zusammenhangskomponenten 
besteht und fur ein 1 < n < k — 1 die ersten n Bogen von D in der einen 
Zusammenhangskomponente und die restlichen k — n Bogen in der anderen 
Zusammenhangskomponente liegen. Seien a,b £ Yj{k,k - n) mit 

10 fiir/ < n 
* fiir/ > n 



und 



Seien c,d e J^{k, n) mit 



und 



1 fiir; < n 

* fiir/ > n. 

I * fiir; < n 

1 fiir; > n 



d, 



\* fiir; < n 
1 1 fiir; > n. 

Zu zeigen ist, dass dann fiir beliebige C, s gilt: 

(77) 

Es ist akt(G(C,fl)) = akt(G(C,b)) und akt(G(C,c)) = akt(G(C,d)). Seien d, t] 
zulassige Kantenziige fiir G(C, a), G(C, c). Dann ist 

smsUn) = (-i)"('^-"'-^p(^'''°>^p(^'''"'s|d(Ti)sW0). 

Seien G(C, a), G(C, c) vom Typ t, a e T. Dann ist 

dG{C,b),T,s\b ° dG(C,c),a,s\X^G{C,c),a,i] A XG(C,ii),T,e) 
=s|c(ri)sp(G(C,c),Tl)dG(C,b),T,s|„(l/G(C,c),<J ^ ^G(C,fc),T,0) 

= (_l)gr(yG,co.)grfe(C,,,.e)s|^(e)s^^)sp(G(C,b), 0)sp(G(C, c), Tl)yG(C,b),T A yG(Cc),« 

und 

^G(Cd),o,s|j ° '^G(Cfl),T,s|„(^G(C,c),a,r| A XG{C,b),T,e) 
^(_l)grfe,c.),.„)gr(xo,c,.,,.e)s^0)sp(G(C, fl), 0)rfG(C,rf),.v<,(yG(C«),T A XG(C,rf),.,,) 
^(_l)grfe,cn.n)(g^fe,c,,„,.a)+gr(yG(c,,.))s|^(^)s|^(0)sp(G(C, d), Tl)sp(G(C, a), d)yG(C,cl).a A yG(C,«),T 
^(_l)(grfe,c.,,.,,,)+gr(yc,c.,,„))(gr(xG(c,,,.e)+gr(yc,o,.))+«(/c-«)-sp(Cfc°)sp(Cd°^ 

Wegen Gleichung | |64l l gilt: 

(gr(^G(C,c),a,,i) + gr(i/G(C,<;),<T))(gr(3:G(Cf>),T,0) + gr(i/G(c,b),T)) 
=(sp(C, b°)-n + l)(sp(C, d°) - (fc - n) + 1) (mod 2) 

Es folgt Gleichung ^.SeiD nun zusammenhangend. 
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Lemma 78. Gehen Di, D2 durch Rotation auseinander hervor (siehe Abbildung^, 
dann gilt Satz[76\fUr (Dj, a, jS) genau dann, wenn erfUr (D2, a, (5) gilt. 



Beiveis. Sei Ci orientierte Konfiguration mit Ci = Di und s Kantenzuordnung 
vom Typ beztiglich Ci . Dann sei C2 orientierte Konfiguration mit C2 = D2, die 
sich wie in Abbildung l27l aus Ci ergibt. Dann ist s Kantenzuordnung vom Typ 



Abbildung 27: 

Y beziiglich C2 und ii,(Ci, s) = d,(C2, s) fiir / = 1, . . . , fc. □ 

Fiir ein Monom a e AV(D) sagen wir Satz[76]gilt fiir (D, a), falls Satz[76lfur 
alle Monome jS e AV(D*) fiir (D, a, /3) gilt. 

Fur ein Monom /S e AV(D*) sagen wir Satz[76]gilt fiir (D, j3), falls Satz[76]fur alle 
Monome a e AV(D) fiir (D, a, p) gilt. 

Lemma 79. Enthalte D einen Kreis x\, der nur von einem Bogen y getrojfen wird. Wir 
nennen x\ dann einen Grad 1 Kreis von D. Sei X2 der andere Kreis, der von y getrojfen 
wird und a e AV(D) Monom. 

1. 1st a nicht durch x\ teilbar, dann gilt SatzW6\fUr (D, a). 

2. Ist a durch X2 teilbar, dann gilt Satz\76\ fUr (D, a). 

Beweis. Ohne Einschrankung sei y der erste Bogen von D. Seien C, s wie in Satz 

1. Seienfl = {0,*,. ..,*), b = (I,*,...,*) e Z{hk-l),sowiec ^ {*,0,...,0), d = 
(^l,...,l)ei:(/c,l). Dann gilt: 

k-l 

dk-i{C,s)odi{C,s){a) = -dG(C,b),s|i,°^G(C,c),s|,(«)+(-l)''"^'^G(Cd),s|,°rfG(C,fl),sl.(«) 

;=1 
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Es ist akt(G(C,fl)) = akt(G(C,b)) und akt(G(C,c)) = akt(G(C,rf)). Sei 6 ein 
zulassiger Kantenzug fiir G{C,a). Dann ist s|f,(0)s(c) = (-l)*~^s(rf)s|fl(0). 
Somit ist YXi dk-,{C,s) o d,{C,s){a) = 0. 

2. Wegen 1. geniigt es den Fall zu betrachten, dass a durch xi und X2 teilbar 
ist. Fiir £ e i) mit f e {1, . . . , A; - 1} und e° = (0, . . . , 0) gilt: Ist d = *, 
so ist dG(c,£)MEi^) = 0- Sei t] e LC^^/'i^ - i^it 11° = 1st ei + *, so ist 
^^G(Cii),s|,, ° t^G(Cf),s|,(«) = wegen der Filtrierungsregel. 

□ 

Lemma 80. Enthalte D* einen Kreis xi, der nur von einem Bogen y getroffen zuird. 
Sei X2 der andere Kreis, der von y getrojfen wird und /3 e AV(D*) Monom. 

1. Ist jS durch x\ teilbar, dann gilt Satz\76\fur (D,jS). 

2. Ist jS nicht durch X2 teilbar, dann gilt Satz\76[ftir (D, jS). 

Beiveis. Ohne Einschrankungen sei y der erste Bogen von D*. Seien C, s, a wie 
in Satz ??. 

1. Seien a, b, c, d wie im Beweis von Lemma [79l Dann ist der Koeffizient bei 
jS von YJi=\ di^-i{C, s) o d,{C, s)(a) gleich dem Koeffizienten bei |3 von 

{-l)'^^''dG{C,b)Mt ° dG(C,c),s\M) + (-l)''~^'^G(Crf),s|rf ° rfG(C,fl),s|„(«)- 

Es ist akt(G(C,fl)) = akt(G(C,b)) und akt(G(C,c)) = akt(G(C,d)). Sei d ein 
zulassiger KantenzugfiirG(C,fl).Dannists|fc(0)s(c) = {-lf-^-^P^'^'''°h{d)s\a{e). 
Mit Gleichung ll64t folgt, dass der Koeffizient bei jS von YJI=i dk-i{C, s) o 
di{C, s)(a) trivial ist. 

2. Wegen 1. geniigt es den Fall zu betrachten, dass jS nicht durch x\ und nicht 
durch X2 teilbar ist. Die Aussage folgt aus dem Beweis von 2. aus Lemma 
[79] und der Dualitatsregel. 

□ 

Lemma 81. Enthalte D einen Kreis x\, der von genau zwei Bogen yi, y2 getrojfen 
wird. Weiterhin sollen y\, yi jezveils nur einen Randpunkt aufxi haben. Seien x, x' 
die anderen Kreise, die von y\, y^ getrojfen werden und a e AV(D) ein Monom. 

1. Ist a nicht durch xi teilbar, dann gilt Satz\76\fur (D, a). 

2. Ist a durch x\, x und x' teilbar, dann gilt Satz\76\fur (D, a). 

Beweis. Ohne Einschrankung seien yi und y2 der erste und zweite Bogen von 
D. 

1. Sei C so, dass yj und y^ auf xi liegen. Sei s Kantenzuordnung vom Typ 
YbeziiglichC. Selena = (*,0,...,0), b = (0,*,0,. . .,0) e sowie 
c = (1, *,...,*), d = (*,!,*,...,*) e ZiKk-1). Dann gilt: 

k-l 

^ 4-,(C,s) o di{C,s){a) = -dG(c,c),s\c ° '^G(Cfl),s|„(«) - ^G(Cd),s|, ° dcicbuM) 

i=l 
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Liegen x und x' in der gleichen Zusammenhangskomponente von S^\xi, 
dann ist G(C, c) = G{C,d). Andernfalls gibt es 3 Moglichkeiten: Entwe- 
der G(C, c) und G{C,d) sind beide von keinem Typ t e T oder es gibt 
p, q, so dass G(C, c) und G(C,d) beide vom Typ Fp,^ sind oder es gibt 
p, q, so dass G(C, c) und G(C,d) beide vom Typ Gp,, sind. Sei 6 ein zu- 
lassiger Kantenzug fiir G(C, c). Dann ist s\c{d)s{a) = -s\d{d)s{b) .Somit ist 
Ef:i^4-,(C,s)od,(C,s)(a) = 0. 

2. Sei C so, dass y| und y2 auf xj liegen. Sei s Kantenzuordnung vom Typ 
Y bezuglich C. Sei e e L(fc,0, mit z e jl,. . - 1| und e° = (0,. . .,0). 
Gilt ei = * oder £2 = */ dann folgt aus dG(c,e),si {^) und der Tatsache, 
dass a durch xi, x, x' teilbar ist, dass G(C, e) vom Typ B, oder Dp ,j ist. 
Widerspruch. Gilt (£i,£2) = (0,0), so sei t] e ~ mit t]" = e^. Aus 

^^G(c,ii),s|,, ° rfG(c,f ),s|f («) 5^ 0, der Tatsache, dass a durch xi, x, x' teilbar ist 
und der Filtrierungsregel folgt, dass G(C,ti) vom Typ B^-i oder Dp^^ ist. 
Widerspruch. 

□ 

Lemma 82. Ersetze in Lemma\8l\D durch D*. Sei f} e AV(D*) Monom. 

1. Ist jS durch x\ teilbar, dann gilt Satz[76\fur (D, jS). 

2. Ist f} nicht durch x\ und nicht durch x und nicht durch x' teilbar, dann gilt Satz 
^iir (D,jS). 

Beiveis. Ohne Einschranktmg seien yi und y2 der erste und zweite Bogen von 
D*. 

1. Sei C so, dass yj und y^^ auf xi liegen. Sei s Kantenzuordnung vom 
Typ Y bezuglich C und a e AV(D) Monom. Seien a = (*, 1,. . .,1), b = 

..,l)eE(fc,l),sowiec = (0,*,. ..,*), d = (*,0,^...,*) e E(fc,fc-1). 
Wegen des Beweises von 1. aus Lemma IST] und der Dualitatsregel ist der 
Koeffizient bei f> von YJi=i dk-i{C, s)odi(C, s)(a) gleich dem Koeffizientenbei 
jS von (-l)''"^dG(Cfl),s|„ o dG(c,cuM) + (-l)''"^^^G(C,6),s|i, ° ^^G(C,d),s|,(«)- Die Kon- 
figurationen m(G(C, c)*) und m(G(C, d)*) wurden im Beweis des 1. Teils 
von Lemma IST] besprochen. Sei ein zulassiger Kantenzug fiir G(C, c). 
Dann ist s{a)s\c{d) = s{b)s\d{d). Es gibt einen kanonischen Isomorphismus 
/ : AV(G(C,flO)) ^ AV(G(C,foO)).Esists|,(0)/odG(cAs|. = s|rf(0)dG(Cd)A- Sei 
A e AV(G(C, fl")) Monom. Dann ist der Koeffizient bei jS von s(fl)rfG(c,fl),s|„ W 
gleich dem Koeffizienten bei jS von -s{b)dG^c,b),s\b ° fW- 

2. Die Aussage folgt aus dem Beweis von 2. aus Lemma IST] und der Duali- 
tatsregel. 

□ 

Definition 83. Fiir zwei Konfigurationen D, D' sagen wir, diese gehen durch 
Tausch auseinander hervor, falls wir D' durch endlich viele lokale Veranderun- 
gen wie in Abbildung |28l aus D erhalten konnen. 

Lemma 84. Gehen D, D' durch Tausch auseinander hervor, dann gilt Satz\76\fur D 
genau dann, wenn erfilr D' gilt. 
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Abbildung 28: Tausch 



Beiveis. Sei D wie die linke Seite von Abbildung|28lund D' wie die rechte Seite. 
Seien die Bezeichnungen der Bogen und Kanten wie in Abbildung |29l In der 
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D D' 
Abbildung 29: 

Ordnung der Bogen soUen y und y' an erster Stelle stehen. In der Ordnung der 
Kanten sollen ei/e2 und e'^je'^ an erster/zweiter Stelle stehen. Seien a e AV(D), 
jS e AV(D*), a' e AV(D'), jS' e AV((D')*) Monome. Nach Lemma [79] geniigt 
es den Fall zu betrachten, dass a durch xd(1), aber nicht durch xd(2) teilbar 
ist. Nach der Filtrierungsregel geniigt es den Fall zu betrachten, dass jS durch 
Xd* (1) teilbar ist. Nach LemmalSOlgenugt es den Fall zu betrachten, dass f}' durch 
X(D')>(2), aber nicht durch X(D')«(1) teilbar ist. Nach der Filtrierungsregel geniigt 
es, den Fall zu betrachten, dass a' nicht durch xd' (1) teilbar ist. Seien C, C wie in 
Abbildung|30l Bei den anderen Bogen sollen sich C und C nicht unterscheiden. 



c c 

Abbildung 30: 

Sei s eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich C. Fiir £ e Y^{k,Vj sei 



S'(£) 



I s(e) falls £\ + *, 

I {-lfvi.cAs{e) falls Ci = *. 



Man priift leicht nach, dass s' Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich C ist. 
Seien a e mit / e {1, . . . , fc - 1) und b eY,(k,k- i) mit = b^. Sei weiterhin 

0} e AV(D), p e AV(D*) Monome, so dass cv nicht durch xd(1) oder xd(2) und p 
nicht durch Xd>(1) teilbar ist. Wir werden nun zeigen, dass der Koeffizient bei 
Xd.(1) a p von 

gleich dem Koeffizienten bei X(d')«(2) A p von 
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ist. 

Sei zunachst flj = *. Dann ist akt(G(C, b)) = akt(G(C', b)). Es gibt zwei Moglich- 
keiten: Entweder sind sowohl G(C, a), als auch G(C', a) von keinem Typ aus T 
oder es gibt p > 1, q > 0, so dass G(C, a) vom Typ Fp^, und G(C', a) vom Typ 
Fp_i q+i ist. Sei 6 ein zulassiger Kantenzug fiir G(C, fl), so dass (^(0)(1) = 1. Dann 
ist 4(0) = s'\a{e) und sp(G(C,fl),0) = (-l)'-isp(G(C',fl), 0) und sp{Qb°) + 1 = 
sp(C', b'^). Es folgt die behauptete Gleichheit der Koeffizienten. 
Sei nun flj = 0. Dann ist akt(G(C,fl)) = akt(G(C',fl)). Fiir G{C,b) und G{C',b) 
gibt es die zwei beschriebenen Moglichkeiten. Sei 6 ein zulassiger Kanten- 
zug fiir G(C,b), so dass (p{d){l) = 1. Dann ist s|fc(0) = (-l)^P(C'''°)s'|6(0) und 
sp(G(C, b), 6) = (-l)*-'-isp(G(C', b), d) und sp(C, b°) = sp(C', b°). Mit Gleichung 
| |64t folgt die behauptete Gleichheit der Koeffizienten. 

Kehrt man bei C die Orientierung von y und bei C die Orientierung von y ' um, 
so erhalt man wieder die Gleichheit der Koeffizienten, allerdings nun mit dem 
Vorzeichen (-1)*^"^^ statt (-1)'', da wir Fp,^ und Fp_i^q+i durch Gp,,, und Gp-i^^+i 
ersetzen miissen. □ 

Lemma 85. Hat D mindestens zwei Kreise und ist das Monom a e AV(D) durch alle 
Kreise von D teilbar, dann gilt Satz\76\ fUr (D, a). 

Beiveis. Sei xi der erste Kreis von D. Sei n die Anzahl der Bogen, die genau 
ernen Randpimkt auf Xi haben. Es gilt n >1. Ohne Einschrankung stehen diese 
n Bogen in der Ordnung der Bogen an den Stellen 1 bis n. Sei C so, dass alle 
diese Bogen ihren Anfangspunkt auf Xi haben. Sei s Kantenzuordmmg vom 
Typ Y beziiglich C. Sei e e i) fiir z e {1, . . . , A: - 1} mit e° = (0, . . . , 0). Aus 
dG{C,£),si («) 5^ folgt, dass G(C, e) vom Typ B, oder Dp,^ ist. Also ist ej - fiir 
j e {l,...,n]. Seii] e Y^{k,k- i) mit ri^ = e^. Aus dG(C,ii),s|, ° dG(C£),4(«) * und 
der Filtrierungsregel folgt, dass G(C, r|) vom Typ Bi^_, oder Dp ^ ist. Dies ist aber 
ein Widerspruch zu £j = * fiir j e {1, . . . ,n}. a 

Korollar 86. Hat D* mindestens zwei Kreise, dann gilt Satz\76\ftir (D, 1 e AV(D*)). 

Lemma 87. Enthalte D mindestens eine der lokalen Konfigurationen Mi, M2, . . . , M9 
aus Abbildung\3^ Dann gilt Satz\76\ fur D. 

Beweis. Durch Rotation und Tausch gehen M2 und M3 aus Mi, M5 aus M4, so- 
wie M7 aus Me hervor. 

Ml : Nach Lemma [79] reicht es den Fall zu betrachten, dass a durch xi und X2 
teilbar ist. Sei C so, dass yj auf xi und y^ auf X2 liegt. Sei s Kantenzuordnung 
vom Typ Y beziiglich C. Ohne Einschrankungen seien yi imd y2 der erste und 
zweite Bogen von D. Seien e e fur z £ {1, . • . , ^ - 1} und r| e fc - i) mit 
- nf. Ist ei = £2 = */ so ist G(C, e) von keinem Typ aus T. Ist r|i = r|2 = *, so 
ist G(C,r|) von keinem Typ aus T. Ist (ei,e2) = (*/0) oder(ei, £2) ~ (0,*), so ist 
wegen der Filtrierungsregel rfG(Cii),s|,| ° ^G(Cf ),sL («) = 0. 

M4: Ist a durch X2 teilbar, so kann man den 2. Teil von Lemma [79] anwenden. 
Ist a nicht durch X2 teilbar, so kann man den 1. Teil von Lemma IST] anwenden. 
Mg: 2. Teil von Lemma [80] imd 1. Teil von Lemma l82] 

Mg: Nach Lemma [81] reicht es den Fall zu betrachten, dass a durch xi und X2 
teilbar ist. Sei C so, dass yj imd y\ auf Xi imd y" auf X2 liegen. Sei s Kantenzu- 
ordnung vom Typ Y beziiglich C. Ohne Einschrankungen seien yi, y2 und 
der erste, zweite und dritte Bogen von D. Seien e e J^{k, i) fiir f e {1, . . . , fc - 1| 
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Abbildung31:aus|ID 



und r\ e ~ niit £^ = r\^. Sind mindestens 2 der ersten 3 Komponenten 

von e ein *, dann ist dG(C,f),sL (d^) = O.Ist(ei,£2/£3) = (0, *,0), soisttfG(C,f),s|f(«) = 0. 
1st (£i, £2, £3) = (*, 0, 0) Oder (£1, £2, £3) = (0, 0, *), so ist dG(C,ii),s|,, ° '^G(C,£),s|, (a) = 
wegen der Filtrierungsregel. Ist £1 - £2 = £3 = 0, so ist G{C,r\) von keinem Typ 
aus T. 

Mg: Folgt mittels Lemma |82limd der Dualitatsregel aus Ms- □ 
Lemma 88. Ist D dreidimensional, so gilt Satz\76\ fur D. 

Beiveis. In Abbildung [8] ist aufgelistet, welche Moglichkeiten es fiir eine zu- 
sammenhangende, nichtorientierte, dreidimensionale Konfiguration modulo 
Rotation gibt. Durch LemmalSTlwerden die Falle 1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 15, 16 
und 17 abgedeckt. Sei C wie in Abbildung l32l Sei s Kantenzuordnung vom Typ 
Y beziiglich C. Ohne Einschrankimgen seien y 1, y 2 und y 3 der erste, zweite und 
dritte Bogen von D. Seien e e Xl(3, fur i e |1, 2} und t) e 3 - i) mit £^ = r|°. 
Fall 4: Nach Lemma[79limd LemmalSTjreicht es a = Xi A X3 zu betrachten. Dann 
ist aber stets dG(c,r|),s|,, ° dG{c,e),s\M) = 0- 

Fall 12: Folgt mit Lemma l80l und Lemma [82l und der Dualitatsregel aus Fall 4. 
Fall 8: Nach Lemma [81] reicht es a = xi zu betrachten. Dann ist aber stets 

'^G(C,r,),s|,, ° dciCeuA^) = 0- 

Fall 18: Folgt mit Lemma |82l und der Dualitatsregel aus Fall 8. 

Fall 9: Nach Lemma [79] reicht es a = xi zu betrachten. Sei y der Kreis von C*. Es 

gilt: 

d2{C, s)odi(C, s)+di(C, s)od2(C, S) = t?G(CXl,^.)),sl(i,.,.)°^G(C(.,0,0)),s|,.,o,o)+^G(C,(*,l,l)),s|(.,i,i)°rfG(C,(0,.,.)),sl(o, 

In Abbildung|33lsind G(C, (1, *, *)) undG(C, (*, 1, 1)) dargestellt. EsistdG(C(»,o,o)),s|(.oo)(^i) - 
s(*,0,0)(z3-Z2)Azi undrfG(C,(i,.,*)),s|(i,.,.)((z3-Z2)Azi) = s(l,*,0)s(l,l,*)i/.Weiterhin 

ist dG(C(o,.,.)),s|(o..)(^i) = -s(0,*,0)s(0,l,*)ii'i und rfG(C,(.,i,i)),s|(.,ii)(^i) = s{*,l,l)y- 
Aufierdem gilt s(*, 0, 0)s(l, *, 0)s(l, 1, *) = s(0, *, 0)s(0, 1, *)s(*, i, 1). 
Fall 10: Nach Lemma [79] reicht es a = xi zu betrachten. Sei y der Kreis von C*. 
Es gilt: 

rf2(C,s)odi(C,s)+di(C,s)od2(C,s) = dG(C(l,.4)),s1(w)°^G(C(.,0,.)),s|,,o,,+dG(C,(»,l,l)),s|(,u)°^G(C(0,.,.)),s|(o, 
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G(C,(1,*,*)) G(C,(*, 1,1)) 

Abbildung 33: 
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In AbbildunglMlsind G(C, (1, *, l))undG(C, 1, 1)) dargestellt. EsistiG(C(*,o,.)),s|(.o.)(^i) = 




G(C,(1,*,1)) G(C,(*,1,1)) 
Abbildung 34: 

s(0, 0, *)s{*, 0, l)zi und dG(C(i,.,i)),s|,i,.,i, (zi) = s(l, *, l)y. Weiterhin ist dG(c,{o,;*)U(o,,.) (^i) = 
s(0,0, *)s(0, *, l)H;iunddG(C(. 1 1)) = s(*, 1, Aufierdemgilts(*,0, l)s(l, *, 1) = 

-s(0,*,l)s(.,l,l). 

Fall 19: Es ist m{C*) gleich dem C aus Fall 10, dies liefert uns Bezeichnungen fiir 
die Kreise von C*. Es gilt: 

d2(C, s)odi(C, s)+di(C, s)od2(C, s) = t?G(CKl,.)),s[(.4,.)°'^G(CXO,^0)),s|,D,.,o)+^G(CXl,^*)),s|(i,.,.)°'^G(C,(.,0,0)),s|(.,, 

In Abbildung |35]sind G(C, (*, 1, *)) und G(C, (1, *, *)) dargestellt. Es ist dziQ s) o 




G(C,(*,1,*)) G(G,(1,*,*)) 
Abbildung 35: 

di{C,s){y) = 0. Es ist dG(C,(o,.,o)),s|,o,,,o)(l) = s(0,*,0)(zi - zz) und dG(CKi,.)),s|(.,i,.)(zi - 
Z2) = -s(*, 1, 0)s(l, 1, *)x2. Weiterhin ist dG(c,(.,o,o)),s|,.,o,o)(l) = 0/ 0)(jf 1 - ivi) und 
dG(C,(i,»,*)),s|(i..)(^i'i - ^2) = -s(l,*,0)s(l,l,*)x2- Aufierdem gilt s(0, *, 0)s(*, 1, 0) = 
-s(*,0,0)s(i' *,0). 

Fall 20: Es ist m{C*) gleich dem C aus Fall 9, dies liefert uns Bezeichnungen fiir 
die Kreise von C*. Es gilt: 

d2{C,s)odi{C,s)+di{C,s)od2{C,s) = dG(CX*Xl))Mw)°dG(CM*.*)Uio,,)+dG(CXl,*^^^^^^^ 

In Abbildung IMlsind G(C, (*, 1, 1)) und G(C, (1, *, *)) dargestellt. Es ist <i2(C, s) o 
di(C,s){y) = = di(C,s) o d2(C,s)(y). Es ist dG(c,(o,.,.)),s|,o,,,(l) = s(0, 0)s(0, 1, *)z2 
unddG(C,(.,i,i)),s|(.,i,i)(z2) = s(*,l,l)x2. Weiterhin ist dG(C,(»,o,o)),s|(.,o,o)(l) ^ s{*,0,0){ivi- 
1(72) und dG(c,(i,»,»)),s|(i,,)(^i'i^^i'2) = -s(l, *,0)s(l, 1, *)x2- Aufierdemgilts(0, *, 0)s(0, 1, *)s{*, 1, 1) = 
s(*,0,0)s(l,*,0)s(l,l**). □ 

Sei ab jetzt > 4. 
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G(C,(*,1,1)) 



G(C,(1,*,*)) 



Abbildung 36: 



Lemma 89. Seien D, a, |S wie in Sfltz[76] Es ge^^e eine orientierte Konfiguration B, so 
dass B = D und eine Kantenzuordnung t vom Typ Y bezuglich B, so dass der Koejfizient 
von di{B, t) o dk-i{B, t){a) bei jS nicht trivial ist. Dann gilt Satz\76\fur (D, a, jS). 

Beiveis. Es gibt e e - 1) und t] e Y.ih 1) mit = if und ein Monom z e 

AV(G(D, e^)), so dass der Koeffizient bei z von dG(B,t),f|t (<^)/ sowie der Koeffizient 
bei jS von dG(B,ii),f|,| (z) nicht trivial ist. Der Bogen von G(D, r|) sei mit 6 bezeichnet. 
Es gibt 3 Falle: 

(i) 6 verbindet zwei aktive Kreise von (G(D, e))*. 

(ii) 6 verbindet einen aktiven Kreis von (G(D, e))* mit einem passiven Kreis. 

(ill) 6 hat beide Randpunkte auf dem gleichen aktiven Kreis von (G(D, e))*. 

G(B, e) ist von genau einem Typ x e T. Unterscheide nun die moglichen Falle. 
Sei T = A,t-i- Im Fall (i) ist G(D,e) aktiv. Es folgt a = 1, z = 1, ^ = 1. Nun 
konnen wir Korollar l86l anwenden. In den Fallen (ii) und (iii) enthalt D die Mg 
Konfiguration aus Abbildung 131] 

Sei T = Bk-i- Im Fall (ii) konnen wir den 2. Teil von Lemma [79l anwenden. In 
den Fallen (i) imd (iii) konnen wir Lemma |85l anwenden. 
Sei T = Cp^c]. Im Fall (i) miissen wir nur a = 1, jS = 1 betrachten. G(D, £^) hat 
k — 2 Kreise, somit hat D* k — 3 Kreise. Fiir k > 5 konnen wir Korollar |86] an- 
wenden. Fur k - A gibt es fiir D die zwei Moglichkeiten aus Abbildimg|37l Sei 



C wie in Abbildimg l38l und sei s eine Kantenzuordnung vom Typ Y beziiglich 
C. Sei a e L(4,3) mit a° = (0,0,0,0). Dann ist G(C,a) von keinem Typ aus T. 
rf3(C, s) o di(C, s)(l) hat bei 1 den Koeffizienten 0, wegen der Filtrierungsregel. 
Fur die rechte Seite von Abbildung |38l gilt: Ist a e L(4,2) mit a" = (0,0,0,0), 
so ist G(C,fl) von keinem Typ aus T. Fiir die linke Seite von Abbildung l38l gilt: 
Es gibt genau ein a e L(4,2) mit = (0,0,0,0), so dass G(C,fl) von einem Typ 
aus T ist. Der Typ ist Fo,2- Somit ist der Koeffizient von d2iC, s) o d2{C, s)(l) bei 1 
trivial, wegen der Filtrierungsregel. 




Abbildung 37: 
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Abbildung 38: 



Betrachte nun Fall (ii). Fiir q >5 oder p > 3 enthalt D die Konfiguration Mg . Mo- 
dulo Rotation konnen alle Moglichkeiten fiir D, die nicht Mg enthalten, aus der 
linken Konfiguration in Abbildung |39] durch Entf ernen von Bogen gewonnen 
werden. Wir konnen sogar verlangen, dass hochstens zwei der vier Bogen aus 




Abbildung 39: aus HU 

dem Innern des grofien Kreises entfernt werden. Eine orientierte Konfiguration 
C mit C = D ergibt sich aus der rechten Seite von Abbildung |39l Sei £ 
mit z e {1, . . . , A: — 1 j und = (0, . . . , 0) und so dass G(C, a) von einem Typ aus 
T ist. Dann ist i - 1 oder a entspricht den Bogen yi, y2 oder a entspricht den 
Bogen yi, y^. Sei b e Y^{k,k-i) mit iP = a^. Dann ist G{C,h) von keinem Typ aus 
T. 

Im Fall (iii) lasst sich D per Tausch in Fall (ii) iiberfiihren oder D enthalt die 
Konfiguration Mg oder D ist wie in Abbildung|40l Dann ist D* wie in Abbildung 




Abbildung 40: 

|4T] Nach Lemmal82l geniigt es (} = yi zu betrachten. Nach der Filtrierungsregel 
geniigt es a = 1 zu betrachten. Sei C wie in Abbildung l42l Sei s eine Kantenzu- 
ordnung vom Typ Y beziiglich C. Sei e L(4, niit i e {2, 3} und a" = (0, 0, 0, 0). 
Dann ist G(C, a) von keinem Typ aus T. d3(C, s) o di(C, s)(l) hat bei i/i den Koef- 
fizienten 0, wegen der Filtrierimgsregel. 

Sei T = Dj, q. Dann ist Fall (i) nicht moglich. Im Fall (ii) konnen wir den 2. Teil 
von Lemma [79] anwenden. Im Fall (iii) konnen wir Lemma [85] anwenden. 
Sei T - Vp^q oder t = Gp ,j. D enthalte, auch nach Rotation, keine der lokalen 
Konfigurationen aus Abbildung [31] Dann gibt es fiir D bis auf Rotation und 
Tausch folgende Moglichkeiten. D ist eine der vier Konfigurationen aus Abbil- 
dung [43] (wobei wir die Orientierung der Bogen vergessen) oder D ist die 3. 
Konfiguration aus Abbildung [43l wobei y2 und X2 entfernt seien oder D ist die 
4. Konfiguration, wobei y2 und X2 entfernt seien oder D ist die 4. Konfiguration, 
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Abbildung41: 




Abbildung 42: 



wobei ya und X3 entfernt seien. Nach Lemma [79] und Lemma [81] miissen wir 




Abbildung 43: aus ID 

nur den Fall betrachten, dass a nicht durch xi, aber durch alle anderen Kreise 
von D teilbar ist. Sei C wie in Abbildung 1431 Sei s Kantenzuordnimg vom Typ 
Y beziiglich C. Sei a e Y.{k, fiir f e {1, . . . , A: - 1} imd b e ZiK k - i) mit = b°. 
Man priift leicht nach, dass dG(c,b),s\i, ° ^G(C,fl),s|„(«) stets trivial ist. □ 

Korollar 90. Seien D, a, f> wie in Satz^^ Es gebe eine orientierte Konfiguration B, so 
dass B = D und eine Kantenzuordnung t vom Typ Y beziiglich B, so dass der Koejfizient 
von dk-i{B, t) o di{B, t){a) bei f} nicht trivial ist. Dann gilt Satz\76\fur (D, a, jS). 

Beiveis. Beweis von Lemma [89limd Dualitatsregel. □ 

Lemma 91. Seien D, a, jS wie in Sfltz[76] Es gebe eine orientierte Konfiguration B, so 
dass B = D und eine Kantenzuordnung t vom Typ Y beziiglich B und n e {2, . . . ,k-2], 
so dass der Koejfizient von dk-„{B, t) o d„(B, t)(a) bei jS nicht trivial ist. Dann gilt Satz 
^ur {D,a,p). 

Beweis. Es gibt £ e und i] e J^iKk- n) mit = t]" und ein Monom z e 

AV(G(D, £^)) und Q = (t,ct) e T^, so dass der Koeffizient bei z von dQ{B_e),T,t\A'^)' 
sowie der Koeffizient bei jS von c?G(B,ri),<j,t|,| (z) nicht trivial ist. Seien 

Ti := {A,„, Cp,q I m,p,qe¥i, p <q] <zT, 
T2 ■■= {B„„ Dp,, I m,p,q en, p < q] <zT. 

Da D zusammenhangend ist, gilt Q ^ Ti x T2 und Q ^ T2 x Ti . Im Fall Q e T2 x T2 
ist a durch alle Kreise von D teilbar. Nach Lemma|85lbrauchen wir nur den Fall 
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zu betrachten, dass D genau einen Kreis hat. Also ist Q - (Di i, Di i) und es gibt 
fiir D die fiinf Moglichkeiten aus Abbildung|44](wobei wir die Orientierung der 
Bogen vergessen). Sei C wie in Abbildung l44l Sei a e 11(4,!) mit i £ {2,3} und 




Abbildung 44: aus iS) 

fl" = (0, 0, 0, 0). Dann ist G(C, a) von keinem Typ aus T oder vom Typ Fo,2 oder 
vom Typ Go,2- Sei b e L(4,3) mit = (1,1,1,1). Dann ist G(C, b) von keinem 
Typ aus T. Aus der Behandlung des Falles Q e T2 x T2 f olgt der Fall Q e Ti x Ti . 
Sei 

T3 ■■= {Fp,,, Gp,, I p, e No, p + (? > 1} c T. 

Sei Q e T3 X jAjt_„|. Dann ist z durch den Kreis x teilbar, der von mindestens 
zwei Bogen aus (G(D, e))* getroffen wird. Also ist x passiver Kreis von G(D,r|). 
Ist A: — n > 3, so enthalt D die Konfiguration Mg. Sei nun k — n = 2. Sei zunachst 
einer der beiden aktiven Kreise von G(D, r|) passiv in (G(D, £))*. Dieser Kreis 
sei mit y bezeichnet. Nach Lemma [81] geniigt es, den Fall zu betrachten, dass 
a durch y teilbar ist. Dann ist aber auch z durch y teilbar. Dies ist ein Wider- 
spruch zu dG(B,,^),A2,f|,| (z) i= 0. Seien nun beide aktiven Kreise von G(D, r|) aktiv in 
(G(D, £))*. D enthalte, auch nach Rotation, keine der lokalen Konfigurationen 
aus Abbildung [31] Dann gibt es fiir D bis auf Rotation und Tausch folgende 
Moglichkeiten. D ist die Konfiguration aus Abbildimg |45] (wobei wir die Ori- 
entierung der Bogen vergessen) oder D ist diese Konfiguration, wobei der 2. 
Bogen und X2 entfernt seien, oder D ist diese Konfiguration, wobei der 2. Bogen, 
der 3. Bogen, X2 und X3 entfernt seien. Sei C wie in Abbildung l45l Sei a e J^{k, i) 




Abbildung 45: aus lH 

mit f e {1, . . . , A: - 1} und a" = (0, . . . , 0) imd so dass G(C, a) von einem Typ aus T 
ist. Dann ist i - 1 oder a entspricht den Bogen 1,2 oder a entspricht den Bogen 
3,4. Sei b e Yjihrk-i) mit b^ = a^. Dann ist G(C, b) von keinem Typ aus T. Es folgt 
der Fall Q e {B„} X T3. 

Sei Q e {A,,} x T3. Dann ist z durch keinen der aktiven Kreise von (G(D, e))* 
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teilbar. Also ist genau einer dieser Kreise auch aktiver Kreis von G(D,r|). Fiir 
n > 3 enthalt D die Konfiguration M9. Sei nun n = 2. D enthalte, auch nach 
Rotation, keine der lokalen Konfigurationen aus Abbildung|3l] Dann ist D bis 
auf Rotation und Tausch die Konfiguration aus Abbildung |46] (wobei wir die 
Orientierung der Bogen vergessen). Sei C wie in Abbildung l46l Sei a e 1^(4,;') 




Abbildung 46: aus HI 

mit z e |1, 2, 3) und a" = (0, 0, 0, 0) und so dass G(C, a) von einem Typ aus T ist. 
Dann ist i = 1 oder a entspricht den Bogen y2, y 3 . Sei b i) mit = a^. 

Dann ist G(C, h) von keinem Typ aus T. Es folgt der Fall Q e T3 x {Bjt-n}. 
SeiQ e 1j,x{Qp^q | p < e N|. Dann wird der aktiveKreisvonG(D,r|)von genau 
einem Bogen aus (G(D, e))* getroffen. Also gilt: Ist n > 3 so enthalt D nach Rota- 
tion eine der Konfigurationen Mi, M2, M3. Ist n = 2 so enthalt D nach Rotation 
erne der Konfigurationen Me, My. Es folgt der Fall Q e {Dp,, | p < e N} x T3. 
Sei Q e T3 X |Dp,,j fiir p < e N. Dann ist a durch alle Kreise von D teilbar, 
aulSer durch den Kreis x\, der von mindestens zwei Bogen aus G(D, e) getrof- 
fen wird. Ern aktiver Kreis von G(D,r|) ist der Kreis, der von mindestens zwei 
Bogen aus (G(D, e))* getroffen wird. Alle anderen aktiven Kreise von G(D, r|) 
sind passiv in (G(D, e))*. Enthalt D nicht die Konfiguration Ms, so bleiben mit 
dem 2. Teil von Lemma ISTj fiir (p, (?) noch die Moglichkeiten (1,1), (1,2), (1,3), 
(1,4), (2,2) zu betrachten. Genauer gilt: Man behalte von D nur die Bogen, die 
T] entsprechen, sowie die Bogen, die einen Randpunkt auf X\ und den anderen 
Randpunkt auf einem anderen Kreis, der nicht nur von diesem Bogen getroffen 
wird, hat. Den aktiven Teil dieser Konfiguration nennen wir den Kern von D. 
Dann miissen wir fiir den Kern von D nur die Konfigurationen aus Abbildung 
l47l und |48] betrachten. In den ersten 2 Fallen aus Abbildung |47] und im Fall 



I 1 i 4 ? 6 7 8 




Abbildung 47: Kern von D (Abbildung aus (H) 

aus Abbildung |48l enthalt D nach Rotation eine der Konfigurationen M1-M5. 
Betrachte nun die Falle 3-8. D enthalte, auch nach Rotation, keine der lokalen 
Konfigurationen aus Abbildung [31] Dann ist D bis auf Rotation und Tausch 
wie in Abbildung|49]und|50](wobei wir die Orientierung der Bogen vergessen), 
Grad 1 Kreise und die zugehorigen Bogen konnen entfernt werden, es miissen 
aber stets mindestens 4 Bogen iibrig bleiben. Nach dem Beweis von Lemma 
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Abbildung 48: Kern von D 




Abbildung 49: aus iS) 




Abbildung 50: aus iS) 
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|84]genugt es den Fall zu betrachten, dass a durch alle Kreise von D teilbar ist, 
aufier durch x\. Sei C wie in den Abbildung|49lundl50l Sei s Kantenzuordnung 
vom Typ Y beziiglich C. Sei a e i^it z £ |1, . . . , A: - 1 j und b eY,{k,k- i) mit 
f?" = fl^ In den Fallen 3, 4, 5 gilt: Aus (iG(C,a),s|„(^) folgt / = 1 oder a entspricht 
yi/ 72 oder a entspricht 73, 74. Dann ist aber G(C, b) von keinem Typ aus T. 
Fiir 6 gilt: Aus dG(C,fl),si„('^) ^ folgt f = 1 oder a entspricht einer Teilmenge von 
{ji, ys/ 74/ yel oder einer Teilmenge von {72, 75, 77, ys}- Dann ist aber G(C, i^) 
von keinem Typ aus T. 

Fiir 7 gilt: Aus rfG(C,fl),s|„(«) 7^ folgt i = 1 oder a entspricht einer Teilmenge von 
{73/ 74/ 76l oder einer Teilmenge von {72/ 75/ y?}. Dann ist aber G{C,b) von 
keinem Typ aus T. 

Fiir 8 gilt: Aus dG(c,fl),s|„(«) folgt i = 1 oder a entspricht 72/ 75 oder 73, 74 
oder 75, 76 oder 73, 75. Aus <iG(c,b),s|,, ° '^G(C,fl),s|„(c^) folgt, dass es fiir a und b 
folgende Moglichkeiten gibt: 

- a entspricht 71 und b entspricht 75, 73, 74. 

- a entspricht yi und b entspricht yg, y2/ 75. 

- a entspricht 75, 76 und b entspricht 71, 72. 

- a entspricht 73, ye und b entspricht yi, y4. 

Es bleiben also fiir D noch die beiden Konfigurationen aus Abbildung [51] zu 
betrachten. Die beiden sind aber gleich und gehen durch Rotation in die Konfi- 




AbbildungSl: 

guration aus Abbildung |52]iiber, welche bereits behandelt wurde. Es folgt der 




Abbildung 52: 

Fall Q e {Cp,,, | p < e N| x T3. 
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Sei Q e T3 X T3. Sei r die Anzahl der Kreise von G(D, e^) die sowohl in (G(D, e))*, 
als auch in G(D, tj) aktiv ist. Da D zusammenhangend ist, ist r > 1 . Es gibt genau 
einen aktiven Kreis von (G(D, e))* durch den z teilbar ist. Es gibt genau einen 
aktiven Kreis von G(D, t]) durch den z nicht teilbar ist. Es folgt r < 2.1st r = \, 
so enthalt D nach Rotation eine der Konfigurationen M1-M7. Sei nun r = 2. 
Sei x\ der Kreis von D, der von mindestens zwei Bogen aus G(D, e) getroffen 
wird. Dann miissen wir nur den Fall betrachten, dass a durch alle Kreise von 
D aufier durch Xi teilbar ist. D enthalte, auch nach Rotation, keine der lokalen 
Konfigurationen aus Abbildung [31] Dann ist D bis auf Rotation und Tausch 
wie in Abbildungl53l wobei Grad 1 Kreise und die zugehorigen Bogen entfernt 
werden konnen, es miissen aber stets mindestens 4 Bogen iibrig bleiben. Nach 




Abbildung 53: 

dem Beweis von Lemma |84] geniigt es den Fall zu betrachten, dass a durch 
alle Kreise von D teilbar ist, aufier durch xi. Die beiden oberen Falle wurden 
bereits behandelt. Fiir den unteren linken Fall ist m{D*) bis auf Rotation und 
Tausch gleich dem D aus dem oberen rechten Fall. Fiir den uteren rechten Fall 
sei C wie in Abbildung [54] Dies lasst sich analog zum Fall 7 aus Abbildung l50l 
behandeln. □ 

Damit ist Satz[76]bewiesen. □ 



9 Invarianz der Spektralsequenz 

Beweis von Satz\66\ Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass sich C und D nur in 
der Orientierung des /-ten Bogens unterscheiden. Es seien /, g : T{C) — > T{C) 
definiert durch / := idr(c) + H,(C,s) und g := idr(C) - H;(C,s). Dann gilt f ° g = 
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Abbildung 54: 



idr(C) = S°f- Nach Satz[7T]gibt es eine Kantenzuordnung u vom Typ Y beziiglich 
D, so dass 

d(C, s) - d{D, u) = die s) o H,(C, s) - H,(C, s) o d(C, s). 

Es folgt: 

d{D,u)of{x) 

={d(C, s) - d{C, s) o H,(C, s) + H,(C, s) o d{C, s)){x + HiC, s){x)) 

=d{C, s){x) + H,iC, s) o die s){x) - d{C, s) o H,(C, s) o H/(C, s)(x) + H,(C, s) o d(C, s) o H,(C, s){x) 

=0 =0 

=/od(C,s)(x) 

Also sind Q(C, s) und Q(D, u) isomorph. Der Beweis von Lemmal2l11iefert einen 
Isomorphismus zwischen Q(D, u) und Q(D, t). D 

Beweis von Satz\67\ Die Aussage folgt aus den Beweisen von Proposition |23l 
Prop osition|24] und Proposition |25l Fiir Reidemeister-Bewegung 3 beachte: Sei 
C eine orientierte mindestens zweidimensionale Konfiguration, die eine lokale 
Konfiguration wie in Abbildung |55] enthalt. Dann gilt fiir jede Kantenzuord- 

5 ^ ^ 

Abbildung 55: 

nung s vom Typ Y beziiglich C und fiir jedes Monom a e AV(C): 1st a nicht 
durch X teilbar, so ist dc,s(«) = 0. □ 



58 



Literatur 

[1] Mikhail Khovanov. A categorification of the jones polynomial. DUKE 
MATH.J, 3:359, 2000. 

[2] Dror Bar-Natan. On Khovanov's categorification of the Jones polynomial. 
Algebr. Geom. Topol, 2:337-370, 2002. 

[3] Peter Ozsvath, Jacob Rasmussen, and Zoltan Szabo. Odd khovanov homo- 
logy arXiv:0710.4300vl,2007. 

[4] Zoltan Szabo. A geometric spectral sequence in khovanov homology. 
larXiv: 1010.4252vl, 2010. 

[5] Charles A. Weibel. An introduction to homological algebra. Cambridge Studies 
in Advanced Mathematics. 38. Cambridge: Cambridge University Press, 
1994. 



59 



